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AVANT-PROPOS. 


L’edition des OEuvres de Fourier, dont nous publions 
aujourd’hui le premier Volume, etait reclamee depuis long- 
temps par les physiciens et les geometres; entreprise avec 
1’appui bienveillant du Ministere de l’lnstruction publique, 
elle prendra place dans la collection des Documents inedits, a 
cote des OEuvres de Laplace, de Lagrange, de Lavoisier, de 
Fresnel et de Cauchy. Par l’importance de ses decom^ertes, 
par l’influence decisive qu’il a exerc^e sur le developpement 
de la Physique mathematique, Fourier meritait Fhommage qui 
est rendu aujourd’hui a ses travaux et a sa memoire. Son nom 
ligurera dignement a cote des noms, illustres entre tous, dont 
la liste, destinee a s’accroltre avec les annees, constitue des a 
present un veritable titre d’honneur pour notre pays. 

La Theorie analytique de la Chalear, qui forme a elle seule 
ce premier Volume, a paru en 1822. Ce bel Ouvrage, que 
Ton peut placer sans injustice a cote des ecrits scientific[ues les 
plus parfaits de tous les temps, se recommande par une expo¬ 
sition interessante et originale des principes fondamentaux; 
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il delaire do la lumiere la plus vivo ol; la pins pdndtrante lout.es 
los idees ossontiollos (|ii(“timis dovons a Fourier ol snr l<‘s<|iicllt^s 
doil; reposer ddsormais la Philosophic. nalurelle; mais il eon- 
lient, nous dovons lo reeonnailre, beaueoup do negligences, 
dos otrours do oalcul ot do: detail <|uo Fourier a su dviler dans 
d’aulres dcrils. (Inido par los oonsoils do noire eminent, ddi- 
tour, M. (laulhier-Villars, nous nous sonunes applique a 
laire disparailre los inoorroetions lypogeapbiques. Nous avons 
rol’ait, los oalculs, eorrigd avee lo plus grand soin li's renvois 
inexaols, los (*rrours do notation ol d’improssion, mais on nous 
aUaoluml loufouis a respecter la forme si elegante (“I si pure 
quo Fourier donne habituellemenl. a sa pensde. Un mcmbrc 
distingue do rFnseignement superieur, M. Paul Morin, pro- 
lossour a la Faoulld dos Sciences do Rennes, nous a beaueoup 
aide dans cello parlie ossimtiollo do noire laebe : nous nous 
plaisousalui adrossor ioi nos plus vifs remoroiemenls. M. Morin 
\oul him nous oontinuor son eoneours pour lo sooond \ olume, 
donl. rimpi'ossion osl. ddja eommenode. 

Fes rooherohcs do Fourier relatives a la thdorie <Io la cha- 
leur remontent. a la (in du xmii 1 ' sieolo; ('lies out die eommu- 
niqudos a I'Academic dos Sciences lo su ddoembre 1807. ('(‘lie 
premiere publication no nous ost pas parvenue; on no la con- 
nail quo par un oxlrail do quatre pages insdrd on iHoH an 
Bulletin de la Soviet e philomuthique ; olio a die I no ('l, ddposde, 
mais a, sans doutc, etc retiree par Fourier dans lo courant do 
1’anneo 1810. 



AVANT-PROPOS. 


VII 


L’Academie ayant mis au concours, pour 1811, la question 
suivante : 

« Donner la theorie mathematique des lois de la propaga- 
» tion de la chaleur et comparer le resultat de cette. theorie a 
» des experiences exactes », 

Fourier envoya, le 28 septembre 1811, un travail tres etendu, 
forme, d’apres ses propres declarations, du Memoire primi- 
tivement soumis a l’Academie et des notes qu’il y avait suc- 
cessivement ajoutees. Ce nouveau travail fut eouronne dans 
la seance publique du 6 janvier 1812. Les juges du concours 
etaient Lagrange, Laplace, Malus, Ilaiiy et Legendre. Leur 
Rapport nous a ete conserve. Toutes les appreciations, sauf 
une peut-etre, y sont d’une rigoureuse exactitude, et, cepen- 
dant, il est permis de penser que, dans son ensemble, il ne 
rend pas pleine justice aux efforts et aux decouvertes de Fou¬ 
rier. 


« Cette piece, dit le Rapporteur en parlant du Memoire de 
» Fourier, renferme les veritables equations diflerentielles de 
» la transmission de la clialeur, soit a l’interieur des corps, 
» soit a leur surface; et la nouveaute du sujet, jointe a son 
» importance, a determine la Classe a couronner cet Ouvrage, 
3) en observant cependant que la maniere dont l’Auteur par- 
« vient a.ses equations n’est pas exempte de difficult^s, et que 
» son analyse, pour les integrer, laisse encore quelque chose 
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» a ddsirer, soit relalivement a la ^dn coalite, soil memo da 


)> coto do la ri^ueur. » 


I jO mamisoril.de Fourier 1 ’ail, parlio, aujourd’luii encore, dos 
Archives do PAoaddmie. I jogrand $> - domct:re, dovomi Secretaire 
|MTpdtuol a pros la moot do Delambre, 1’a fail imprimor, sans 
V appoiior anoim chan^emenl, dans los Volumes do Memairrs 
pour i8i()-i8ao el i8ai-i8a,a, deux ansapres la publication 
do la Tit carle dr la Chalrur. Fourier ddsirail, sans doule, dla- 
biir ainsi d’uno manicrc incontestable sos di'oils do prioritd; 
oar la premiere Parlio du Mdmoire do 181 i, (‘(dll' qui a pain 
dans lo Volume pour i8i()-i8a-o, no differe qu’en d('s poiuls 
ton! a (ail secondairos do la rddaotion ddlinilivo a laquelle il 
s’osl. arrdlo dans la Throne dr la Chalrur. Nous avons doin' 
ri'noni'd a reproduire cello premiere Parlio; mais la seeonde, 
qui a did imprimcc (‘u i8af>, dans !(' Volmno dos Mrnioircs 
pour i 8v, i -18olli'o le [>1 us vif inldrdl; (‘■lie ooinmonoora 
notri* second Volume ol sera, eroyons-nous, bii'n aooix'illii' 
d(‘ Ions. 

II y a aujourd'lmi quatre-vinf>ls ans quo Fourier (it a I’Aoa- 
ddmio dos Sciences sa premiere (lommunicution sur b's etudes 
<111i out ooimpd toulo sa vie. Les mdlliodi's donl. Pilluslro 
savant a enriohi la Science trouvenl maintouant. devant oili's 
un obamp vasto el; presque inoxplord d’applioalions nouvclles 
dans la tlidorie moderno do rdleelrieild. Puisse noire edition 
los repandre encore, puisse-t-elle maintouir ol aooroitro dans 
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notre pays et parmi nos jeunes geometres le gout de la Phy- 
sicfue mathematique. « L’etude approfondie de la nature est 
la source la plus feeonde des decouvertes mathematiques. Non 
seulement cette etude, en oflrant aux rechercbes un but de¬ 
termine, a l’avantage d’exelure les questions vagues et les cal- 
euls sans issue, elle est encore un moyen assure de former 
I’Analvse elle-meme, et d’en decouvrir les elements qu’il nous 
importe le plus de connaitre et que cette science doit toujours 
conserver : ces elements fondamentaux sont ceux cjui se repro- 
duisent dans tons les effets naturels. » C’est par ces reflexions, 
empruntees a 1 ’admirable Discours prelimin&ire que Ton va 
lire, que nous terminerons ces quelques lignes dans lesquelles 
nous nous proposions surtout de remercier tous ceux qui out 
pris part a notre publication ou qui Pont rendue possible. 

‘x i dccembrc 1887. 

Gaston DARBOUX, 

de l'Academie des Sciences. 


F. 


b 




THEORIE ANALYTIQUE 

I) IS 

LA C HALE UR. 


DEUXIEME EDITION 




THEORIE 

ANALYTIQUE 

DE LA CHALEUR 

Par M. FOURIER. 



A PARIS, 

CHEZ FIRMIN DIDOT, PERE ET FILS, 

LIBRAIRES POUR LES MATHEMATIQUES, ^ARCHITECTURE HYDRAULIQUE 
ET LA MARINE, RUE JACOB, N° ll\. 




DISCOlfHS l’HEMM1NA1HE. 


l.rs raiises primnrdiales ne nous sunt poinl I'ommi's, mais ('lies soul 
assn jeities ii des lois simplest'! ronslanles quo Foil pent dooouvrir par 
I’observation, el (lent [’elude esl l’nbjet de la l’hilosophio naturollo. 

l.a ehaletir ponetro, romme la gravile, Inules les subslane.es de I’uni- 
\ ers ; ses ra\ous oeeu|»enl lotiles has parties d(‘ 1’espaee. la' bill di' 
noire (lineage esl d’exposer i<‘s lois inathemali(]ues quo sail ec'l ele- 
ineul. t'.etle theorie I'ormera dosormais line des branehes les plus im- 
porlanles do la 1 ’hS sique doneralo. 

I .rs I’liun.iesiurns i|ue Irs plus aueiens peiiples avaient pu arquerir 
dan - la Meeaiinjiie ratioimelle ne nous soul poinl parvi'imes, el. I’llis- 
loire dr i rlle seirurr, si Ton r\eeple les premiers llieoremes sur I’har- 
iinuiie, ne remonle poinl an delii des deeouverles d’Arebimi'de. (a> 
arand uemuelre e\pln[iia les prineipes malliemaliqurs de rdquilibro 
dr-, '..doles r| drs Untiles. 11 sYeniila emiron dK-huif sieeles avail I <|tie 
I l.t!ilee, premier tu\ enleitr des theories d_\ namiques, deeouvril les lois 
do men\emeu! des eorps ^raM's. New Ion embrassa dans eelle seioiier 
uoii\idle loll! le s\sll-me de i’uni\ rrs. bes sueeesseurs de rrs pbiloso 
pbes onl doinie a ees thrones uue elendue el une perfection admira 
Ides; ils noils oil! apprts quo les plirnomonrs les plus divers soul 
'Otiinis a tin petit muiibre de lois loudamentales, <|ui si' rrproduisrnl 
dan- tons Irs artrs de la nature. On a reeonnu que les memos prm- 
nprs reuleiil tons les motm-mmls des aslres, lour forme, les ine^aliles 
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,1, |(‘ii«s coin's, I’equdibrc Cl, los oscillations lifts HUM'S, les vibrations 
harnnmiquos <lc laic cl dcs corps sonorcs, la transmission dc la 
Inmihr, les aclions eapillaircs, lcs o.ululalions <lcs liqui.lcs, cotin, lcs 
rll'cls lcs plus composes tic* Ionics les forces nalurelles; cl. Ton a ron- 
ccllc penseo dc Newlon : Quoti lam punch lam mal/a pncs/cl Geo- 

nutria gloria tar ( 1 ). 

Mais, quelle quo soil I'blcndnc dcs theories inccani(|U<‘S, (dies no 
s’appliqucnl point aux cllcls dc la clialeur. Ilscomposcnt un ordre spe¬ 
cial dc phcnmnbnes qui nc peuvent s’oxpliquer par les prinnpcs du 
mouvc.ncnl cl dc I’cquilibrc. On possbde depuis looKlcmps.lcs inslru- 
incols iu-cuieux propres i. mesurer plusicurs dc res (diets; on a 
rccuoilli dcs (dtscrvalions prccieuscs; mais on nc connail. amsi quo dcs 
rcsullals parliols, cl non la demonstration nialbemaliquo dcs lois qui 
lcs comprenncnl Ions. 

j’-ii deduit res lois d’unc lon^nc elude cl. dc la comparaison alien- 
live dcs fails connus jusqu’a cc jour; je les ai Ions observesdc nouveau, 
dans 1c curs ,1c plusicurs anodes, avec les instruments les plus precis 
dont on ail encore fail usap;e. 

Pour fonder relic llicorie, il elait d’abord ncccssairc. dc dislm^ucr 
dc detinir aver precision les proprieles clcmcnlaircs <|ui ddlermi- 
l’ar.lion dc la clialeur. J’ai rcconnu cusuilc quo Ions lcs pbeno- 
miuics qui dcpcndcnl dc ccllc action sc resolvent cu un Ires pctil 
uombre dc fails j-cncraux cl simples; cl, par la, Ionic question phy¬ 
sique dc cc K ,M..r osl ramenee a unc recherche <l’Analyse malbcma- 
liquc. J’en ai rondo (pie, pour dclcnnincr cn nombre lcs mouvcmcnls 
lrs plus varies dc la ehaleur, il suflit dc soumc.ltrc c.haquc substance a 
tvois observations fondainenlales. Kn cllcl, lcs differenls corps nc pos- 

, J'hilnxnp/iiir aaturala principle* rnaU'cnaHca. Pra-faOo ad lectin. Ac K l«riat»r 
Goomotria quod turn pmicis principiis aliunde pelitis lam mulla iioes e . 
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sedent point au meme degre la faculte de contenir la chaleur, de la 
recevoir ou de la transmettre a travel’s leur superficie, et do la conduire 
dans Tinterieur de la masse. Ce sont trois qualites specifiques que 
notre theorie distingue clairement et qu’elle apprend a mesurer. 

II est facile de juger combien ces recherches interessent les sciences 
physiques et 1’economie civile, et quelle peut etre leur influence siir 
les progres des arts qui exigent l’emploi et la distribution du feu. Elies 
ont aussi une relation necessaire avec le Systeme du monde, et Ton 
connait ces rapports si 1’on considere les grands phenomenes qui s’ac- 
complissent. pres de la surface du globe terrestre. 

En effet, le rayon du Solcil dans lequel cette planete est incessam- 
ment plongee penetre l’air, la terre et les eaux; ses elements se di- 
visent, changent de directions dans tous les sens; et, penetrant dans 
la masse du globe, ils en eleveraicnt de plus en plus la temperature 
moycnne, si cette chaleur ajoutee n’etait pas exactement compensee 
par cclle qui s’echappe en rayons de tous les points de la superficie, et 
se repand dans les cieux. 

Les divers climats, inegalement exposes a Taction de la chaleur 
solaire, ont acquis, apres un temps immense, des temperatures propres 
ii leur situation. Get effet est modifie par plusieurs causes accessoires, 
telles que Televation et la figure du sol, le voisinage et Tetendue des 
continents et des mers, l’etat de la surface, la direction des vents. 

L’intermittence des jours et des nuits, les alternatives des saisons 
occasionncnt, dans la terre solide, des variations periodiques qui se 
ronouvellcntchaque jour ou chaque anriee; mais ces changements sont 
d’autant moins scnsibles que le point oil on les mesure est plus distant 
de la surface. On ne peut remarquer aucune variation diurne a la pro- 
fondeur d’environ 3 m ; et les variations annuelles cessent d’etre appre- 
ciables ii une profondeur beaucoup moindre que 6o ra . La temperature 
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dos lioux profonds os I, done sensiblomonl (ix<* <l;ms im I i <mi donno; 
mais olio n’ost pas la memo pom* Ions los points d’tin memo pai'allolo: 
on general, die s’dlove lorsqu’on s’approclie do I’<'*<jua(our. 

La oltaleur quo lo Soloil a eommuniqudo an glolte forroslre, ol qui a 
prodnil. la diversild dos elimats, esl assiijellio inainleiianl a an motive- 
menl dovonu uniforme. Kile s’avano.e dans rinleriour do la masse 
(pi’ello pdnofre (.onI onfioro, <*t. <mi menu' ((‘nips idle s’dloigne du plan do 
I’dqualeur, <*l va so peril re dans l'cspooe a (ravi'rs 1 <*s oon(rdt‘s polaires. 

Dans los Inudos regions do I’almospliero, 1’air, (res rare e( diapliane, 
n(> retienl (pi’nno faible parlie d<‘ la ebalcur dos rayons solairos : o’ost 
la cause prinoipalo du (Void oxeessil'dos lioux ('dovds. L(‘s oonolios infe- 
rit‘ur(‘S, plus douses ol plus doliauUdos par la ((‘rro o( los <‘aux, si‘ di 
latent et s’dlovenf; olios so refroidissent par rHlVt nidino do la dila¬ 
tation. Los grands inouveinonts do Lair, o.omme les venls ali/ds <]ni 
soul'llont outre los tropiquos, no sunt point ddlorminds par h‘S Idroos 
attraolivos do la Lime ot du Soho 1. L’aolion do oos aslros no prodnil 
sur un lluido aussi rare, a uno aussi grande dislanre, qm* <los osoilla- 
lions Ires pen sonsildos. do. sont los o.liangeineuts d(‘S l(‘mpdratur<‘s qui 
ddplacont pdriodiquo.monl (mites l( i s parties do ralmosphore. 

L(‘s oaux do rOcdan sont diUdrommont oxposdos par lour surface aux 
rayons du Soleil, ot le fond du bassin qui los renldrmc (>sl deliaulld ( ros 
indgalomont dopuis los polos jtisqu’a rdquatour. (los deux causes, 
(oujours presentos, (d, combindos av<‘o la gravifd ot la force eenirifugo, 
entrolionnenf dos niouveinenls immonses dans I’inldriour dos mors. 
Kilos on ddplacont of on mdlent toufes b‘s parlies, el. produisent cos 
oourants rdguliers ot gdndraux quo los navigatours out observes. 

La cbaleur rayonnante qui s’dchappo do la superfieie do Ions los 
corps ot traverse les milieux elastiques ou los espaees vidos d’air a dos 
lois speciales, ct cllc concourl aux pheiiomenes les plus varies. On 
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connaissait deja 1’cxplication physique de plusieurs de ces faits; la 
theorie mathematique que j’ai formee en donne la mesure exacte. Elle 
consiste, en quelque sorte, dans une seconde catoptriquc, qui a ses 
theoremes propres, et sert a determiner par le calcul tous les effets 
de la chaleur directe ou reflechie. 

Cette enumeration des objets principaux de la theorie fait assez con- 
naitre la nature des questions que je me suis proposees. Quelles sont 
ces qualites elementaires que, dans chaque substance, il est necessaire 
d’observer, et quelles experiences sont les plus propres a les deter¬ 
miner exactement? Si des lois constantes reglent la distribution de la 
chaleur dans la matiere solide, quelle est l’expression mathematique 
de ces lois? et par quelle analyse peut-on deduire de cette expression 
la solution complete des questions principalcs? 

Pourquoi les temperatures terrestres cessent-elles d’etre variables a 
une profonjeur si petite par rapport au rayon du globe? Chaque ine- 
galite du mouvement de cette planbte devant occasionner au-dessous 
de la surface une oscillation de la chaleur solaire, quelle relation y 
a-t-il entre la durec de la periode et la profondeur ou les temperatures 
deviennent constantes? 

Quel temps a du s’ecouler pour que les climats pussent acquerir les 
temperatures diverses qu’ils conservent aujourd’hui; et quelles causes 
peuvent faire varier maintenant leur chaleur moyenne? Pourquoi les 
seuls changements annuels de la distance du Soleil a la Terre ne cau- 
sent-ils pas a la surface de cette planete des changements tres consi¬ 
derables dans les temperatures? 

A quel caractere pourrait-on reconnaitre que le globe terrestre n’a 
pas enlierement perdu sa chaleur d’origine, et quelles sont les lois 
exactes de la deperdition? 

Si cette chaleur fondamentale n’est point totalement dissipee. 
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rommr Findiqunnt plusiours observations, olio pm!, rlro iinmrnso a 
da $»Tandrs profondours, at (outrfois alia n’a plus aujoimFhui aucuni 1 
tnllurnnn snnsibln sur la tnmpnralurc moynnnn das nlimals : las dials 
qua Ton y obsrrvr soul dus a Faalion das rayons solairns. iMais, indiV 
prndammrnl da ans <inux souraas da nhalnur, Tuna fondamnnlaln a! 
primilivr, proprr. an f»loho tcrrrslra, Faulrn dun a la prnsnnnn du So¬ 
ldi, id\ a~t~il point mu*, aausa plus univrrsrllr, qui dulrrminr la tcmpr- 
rutun du rid, dans la purlin da lYspana qtfonrupa mainlanan! la sys- 
laim* solaira? Puisqun Ins fails ohsnrvns rnndnnl an(tn nausn nnnnssairn, 
qunllns soul, dans cnllr. qunslson <*ntiortMin* 11 (. nouvnlln, Ins ronsn- 
quanms d’unr (hrorir nxarlr? roninmnl pourra-l-on dnlnrminnr nnlln 
\ a Ion r roust nnlr da la trmpcraturr dr I'cspace , at (*n drduirr aalla qui 
ruij\ ianf a ah aqua plana! a? 

II fail! ajuttfar a rrs questions at'llas qui drprndrnl d(*s proprirlrs da 
la ahalans* rayonnanlr. On (‘onnail trrs dislinat.atna.nl la ( k ausa physiqur 
da la rnflaxion dn (Void, rYst-a-dirr da la rrilrxion (Funn moiudrr rha- 
lattr; mats <ju<*llo as! Frxprrssion inalhrmatiqur d(* art oliot? 

Ha quals prinniprs ^rnrraux dapandanl las (rmprralurrs at mo- 
.sphariqua^ soil qua 1 o tiiannomalra qui Ins mosurn rrroivr immadia- 
latttaul las rayons du Soldi, sur mu* surfana matalliqua on drpolir, 
soil qua aa! instrmnrnl damnum rxposr, duranl la noil, sous un and 
axattip! ito nua^as, an aonla( k l dr. Fair, an rayonnninnnl drs rorps Irr- 
ras!ra> s al a oo 1 ut drs parties da Fatmosphrrr l(‘.s plus aloi^uans al las 
plus IVoidas. 

l/infansila dt k s rayons qui sWliappnnl (Fun point d(* la sup( v rli( k i(‘ 
das rorps aahauflrs variant avaa Inn* inrlinaison suivant uur loi qur 
las rxprrirnrrs ont indiqurr, tfy a-t-il pas un rapport mathamaliqua 
nrrrssairc antra rrllr loi r 1 la fail^rnrral da Fequilibrr dr la rhalrur; 
rI quntlr rst la causa physic]no dr. colli 1 inagale intrasite? 
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Mntin, lorsque la rhaleur penelre les masses 0uI<1 (*s el y determine 
des mou Yemen Is interieurs, par i(\s ehan^emenls e.onlinucls do tempe¬ 
rature et, dr drnsitr de <dia<jm fc . inolerule, peul-on encore exprimer par 
des equations diderenliellrs les lois (Fun eflelaussi compose; el <[ucd 
rlian^ement cn rrsulle-l-il dans les t'ajnaiions ipmeralos de Fllydro- 
dynamique ? 

Tolies soul los questions prineipales quo j Vi residues, el qui 
iTa\ a it* 11 1 point encore etc soumlses an ealeul. Si Fun eonsidere, d( v 
plus, Irs rapports multiplies do retie throne mathematique aver les 
usaqr- chilset les arts techniques, on renmnaiira foute Felendue de 
st\s applications. 11 est manifesto quYlle romprond one serie enliere 
de plienoinimes dislinrts, el qtFon ne pourratl eu ornollro Fetude sans 
retraiielier line partie notable de la science do la nature. 

Ia*> prinriprs de eefte ihcorir soul tied nils, coniine mix de la ftleea- 
niqsit‘ rat tonne lie, d tin Ires petit number de tails priinordiaux, donl 
le> ^oumefivs ne eousidrrrnl point la cause, mais qu’ils admellent 
romiue resultant drs nhsmations communes et tmnfirmecs par toutes 

les experiences. 

la*% eqtut unis dillereiif ielles de la propagation de la ehaleur expriment 
le% eondiftons lo% plim -morales, et ramenent lt v s questions physiques 
a fie- pnddemes d*\nahse pure, re qui esl proprement Folijel tie la 
tlioorue Idles ne s out pas moiim n^oureusemenf demontrees quo les 

equations -eu ornlos 1 1 1 * l eqiiilibre et dti mou\ emen t. F est potli it ml 11 
retie ofonparaistm pitm sensible quo nous avons Imijours prtdt‘re des 
demonstrations analogues a cellos des Iheoremes qui servonl de fon- 
deinent a la Statiqur et a la thnainiqne. Fes equations subsisfont 
encore* mais idles reemyenf mu* forme dillerenfe, si dies expriment la 
distribution de la eiialeur liimineuse dans les eorps diaphanes, on les 
iiimi\emetit> que les eliaii^mnmits tit* temperature et de densitc oera- 
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sionncnt dans l’interieur des fluides. Les coefficients qu’elles rcn- 
ferment sont sujets a des variations dont la mesure exactc n’est pas 
encore connue; mais, dans toutes les questions naturelles qu’il nous 
importe le plus dc considerer, les limites des temperatures sont assez 
peu dilferentes pour que i’on puisse omettre ces variations des coeffi¬ 
cients. 

Les equations du mouvement dc la clialeur, comme celles qui 
oxpriment les vibrations dos corps sonores, ou les dcrniercs oscilla¬ 
tions des liquides, appartiennent a une des branches dc la Science du 
calculles plus reccmmcnt decouverles, ct qu’il imporlait beaucoup dc 
pcrfectionncr. Apres avoir etabli ces equations dilFercnliclles, il fall ail. 
en obtenir les inlegrales; ce qui consistc a passer d’une expression 
coniinune a une solution propre, assujettic a toutes les conditions don- 
nees. Cette recherche difficile cxigeait line analyse speeiale, fondee 
sur des tbeorem.es nouveaux dont nous no pourrions ici fairc connaitre 
robjet. La methodc qui en derive ne laisse ricn dc vague et d’indetcr- 
mine dans les solutions; cite les conduit jusqu’aux dernieres applica¬ 
tions numeriques, condition neccssairc de toulo recherche, ct sans 
laquelle on n’arriverait qu’a des transformations inutilcs. 

Ces in ernes theoremes qui nous ont fait connaitre les inlegrales des 
equations du mouvement de fa clialeur s’appliquont immediatement a 
des questions d’Analyse generale ct de Dynamique dont on desirait 
depuis longtemps la solution. 

L’etude approfondie de la nature est la source la plus feconde des 
decouverles matliematiques. Non seulement cette etude, on ofirant 
aux reclierclies un but determine, a 1’avantage d’exclurc les questions 
vagues et les calculs sans issue : elle est encore un moyen assure de 
former l’Analyse elle-meme, et d’en decouvrir les elements qu’il nous 
importe le plus de connaitre, ct que cette science doit toujours con- 
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server : ces elements fondamentaux sont ceux qui se reproduisent dans 
to us les effets naturels. 

On voit, par exemple, qu’une meme expression, dont les geometres 
avaient considere les proprietes abstraites et qui, sous ce rapport, 
appartient a 1 Analyse generale, represente aussi le mouvement de la 
lumiere dans 1 atmosphere, qu’elle determine les lois de la diffusion de 
la chaleur dans la matiere solide, et qu’elle entre dans toutes les ques¬ 
tions principales de la Theorie des probability. 

Les equations analytiques, ignorees des anciens geometres, que 
Descartes a introduites le premier dans l’etude des courbes et des 
surfaces, ne sont pas restreintes aux proprietes des figures et a celles 
qui sont 1’objet de la Mecanique rationnelle; elles s’etendent a fous 
les pbenomenes generaux. II ne peut y avoir do langage plus universel 
et plus simple, plus exempt d’erreurs et d’obscurites, c’est-a-dire plus 
dignc d’exprimcr les rapports invariables des etres naturels. 

Consideree sous ce point de vue, l’Analyse mathematique est aussi 
etenduc que k nature elle-meme; elle definit tous les rapports sen- 
sibles, mesure les temps, les espaces, les forces, les temperatures; 
cette science difficile se forme avec lentour, mais elle conserve tous 
les principes qu’elle a une fois acquis; elle s’accroit et s’affermit sans 
ccsse, au milieu de tant de variations et d’erreurs de 1’esprit humain. 

Son altribut principal est la clarte; elle n’a point de signes pour 
exprimer les notions confuses. Elle rapproche les pbenomenes les plus 
divers et decouvre les analogies secretes qui les unissent. Si la matiere 
nous echappe, comme cede de Fair et de la lumiere, par son extreme 
tenuite, si les corps sont places loin de nous, dans 1’immensite de l’es- 
pace, si l’homme veut connaitre le spectacle des cieux pour des epoques 
successives que separent un grand nombre de siecles, si les actions de 
la gravite et de la chaleur s’exercent dans l’interieur du globe solide a 
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< 1 <*s profonduurs $|ui suront (oujours inauuussihlus, FAnalysa mathm 
maliqua puul aurora saisir las lois da aas pliunomunus. Klla nous las 

rand prasaisls a I inasuraldas* a( sainhla a Ira una fa a nil a da la raison 
humainu duslmau a supplaar a la briuvalu da la via a( a Fimpurfuuf ion 
das sans; rI, aa qui asl plus rumarquahlu aurora * alia soil la mama 
maraha dans Fat udu da tons las phanomanas; alia las inlarprala par la 
mama langa^a, roninii' pour attastar Funila at la simpliuita du plan da 
rmiivars, a! randra aurora plus manifasla rut ordra immnahla qui pra- 
sida a (oulas las uausus mil uralias. 

Las (juaslions da la Tliaoria da la ahalaur ofl’ranl aidant d'axamplas 
da aas dispositions simplas of atmstau(as <jui naiss(‘nl das lois uana- 
rafus da la nal uru; at, si Lord ra qui >’ at aid if dans aas phanomanas pun 
\aii a In* saisi par nos M'tis, ils nous aausaraiant tan 1 imprassion aom- 
paralda a utdlas das rasonanaas lumunniquus. 

Las formas das maps sunt variaas a rinlini ; la distrilmlion du la 
ahalaur qui las punulru punt uiru arhitrairu a! ronlusa; inais loutas las 
ma^alilas sVHarunf rapidamaiil a! disparaissanf a musuru (jua la tamps 
^Yuouiu. La maraha du phunomunu, davunuu plus rugnliuru at plus 
siinpla, damanra anlin assujattia a una loi daturminua, qui as! la mama 
pour tons Las aas at qui na porta plus auatinu amprainla sansihla du 
la disposition initialu. 

Toufus las ohsarvatious uoniirmant aas aonsaquanaas. L’analysu dout 
alias darivaiit sapara at uxprimu ulaimnunt : t“ las conditions j»rna- 
raius, rVst-a-diru aallas qui resultant das propriutus naturullus da la 
ahalaur; Falla! accidental, mais subsistant, da la figure oti du IVtat 
de> surfaces; Fallal mm duralda da la distrilmliou primitive. 

Nous avons damontra dans eel Ouvntge tons las prinripes da la 
Theorie da. la ahalaur, at resolu loutas las questions fnudumcntulcs. 
On aurait pti las exposer sons una forma plus concise, omaltra las 
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questions simples, et presenter d’aborcl les consequences les plus 
generates; mais on a voulu montrer l’origine meme de la Theorie et 
ses progres successifs. Lorsque cette connaissance est acquise, et que 
les principes sont entierement fixes, il est preferable d’employer imme- 
diatement les metbodcs analytiques les plus etendues, comme nous 
1’avons fait dans les rcchcrcbes ullerieures. C’est aussi la marche que 
nous suivrons desormais dans les Mcmoires qui seront joints a cet 
Ouvrage, et qui cn forment en quclque sorte le complement, et par la 
nous aurons concilic, autant qu’il peut dependre de nous, le develop- 
pement necessaire des principes avec la precision qui convient aux 
applications de l’Analyse. 

Ccs Memoires auront pour objet la theorie de la chaleur rayonnante, 
la question des temperatures terrestres, celle de la temperature des 
habitations, la comparison des resultats theoriques avec ceux que nous 
avons observes dans diverses experiences, enfin la demonstration des 
equations diiferentielles du mouvement de la chaleur dans les Guides. 

L’Ouvragc quo nous publions aujourd’hui a ete ecrit depuis long- 
temps; diverses circonstances en ont retarde et souvent interrompu 
rimpression. Dans cet intervalle, la Science s’est cnrichie d’observa- 
tions importantes; les principes de notre Analyse, que Ton n’avait pas 
saisis d’abord, ont etc mieux connus; on a discute et confirme les 
resultats quo nous en avions deduits. Nous avons applique nous- 
merne cos principes a des questions nouvelles, et change la forme de 
quelques demonstrations. Les retards de la publication auront contri¬ 
bute a rendre l’Ouvrage plus clair et plus complet. 

Nos premieres recherches analytiques sur la communication de la 
chaleur ont eu pour objet la distribution entre des masses disjointes ; 
on les a conserves dans la Section II du Chapitre IV. Les questions 

relatives aux corps continus, qui forment la theorie proprement dite, 
F. cl 
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oat (Mo residues plusieurs amides apros; ooUo Iheorie a ole e\posn\ 
pour la premiere Ibis, dans un Ouvraj'o manusrrit rends a 1 li^lsfut do 
|«Yanoo a la lin do I’amide 1807, ol don! il a old publid un extrail dans lo 
Uullctm dcs Srtt'/H't's ( Sonet 0 philoinallib] no, annee iSoh* p, 1 10 1 M»>, 
Nousavonsjoint a oo Mdinoiro ot rends sueeessivement des Nolos nsse/ 
dloniluos, eoneornanl la convergence des series, la <lido la oha 
lour dans un prisma iniini, son omission dans b‘s ospuees xides d air, 
los oonslruolions propres a irmlir sonsiblos les theoromes prineipaux, 
ol Panalyso du mnuvomont pdriodique a la surfaoo du ijobe tern-dre, 
Notre second Mdinoiro sur la propagation do la ohalour a oto depose 
au\ Arohixos do rinslituU lo 28 September 1S1 1. 11 e-d home dtt pro 
oddtuit ol des Notes deja remises ; on \ a omis des eoiMnndioiis ;:«*<» 
mdtriquos of dos details dWnahse (jtii n’axaieut pas un rapport iiciv- 
saire avor la question physique, id bon a ajoule lYquation ^onmah* 
(jui exprtme Petal do la surfaoo. (lo sooond Ouvraoo a die H\ro a Pine 
prossion dans lo oours do 1H01, pour d(ia k insere dans la Gdleofum d»* 
IWonddmio des Sciences. II osl impound sans aiii'tnt eluu^oiueiit 111 
addition; lo toxic est liltdralounml confbrme an Mantmerif dopum, qu 1 
fail parlio des Archives do rinslilul. 

On pntirra Irouvor dans oo Mdmoin* ol dans los donts <pti P<*ut pro 
oddd un proinior expose des applications (pu* no eontioul pas imtiv 
Ouvrage aotuol; olios soronf truitdos dans !(‘S Mdmoiros subsequriiK 
avia* plus dVdendue, id, s’il nous ost possible, avoo pirn do otarto. brs 
rdsullats do noire travail ronoernanl 00s mdinos (juostions soul .01-si 
incliquds dans divers articles deja nmdus publics. I/exf rail insrre dam 
b‘S AjuiuIcs dv ( 'himic vt dv Physique fail oonnaitro rimsoinldo do 
redterehes ( t. Ill, p. aundo i8i(> ). Nuns avoiis publid dam 

cos Annalos deux Notes sdpardos ? ronoernanl la ohalour raxonnanie 
Cl. IV, p. 128-1'p, amide 1817, et L VI, p. 'jmq-dod, annee 1H17 ». 
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Divers autres articles du meme Recueil presentent les resultats les 
plus constants de la theorie et des observations; l’utilite et l’etendue 
des connaissances thermologiques ne pouvaient etre mieux appreeiees 
que par les celebres redacteurs de ces Annales (*). 

On trouvera dans le Bulletin des Sciences (Societe philomathique, 
annee 1818, p. i-ii, etannee 1820, p. 08-70) l’extraitd’un Memoire sur 
la temperature constante ou variable des habitations, et l’expose des 
principales consequences de notre analyse des temperatures terrestres. 

M. Alexandre de Humboldt, dontles recherches embrassent toutes 
les grandcs questions de la Philosophic naturelle, aconsidere, sous un 
point de vuc nouveau et tres important, les observations des tempera¬ 
tures propres aux divers climats : Memoire sur les lignes isothermes 
(Societe d’Arcueil, t. Ill, p. 462-602, annee 1817); Memoire sur la li- 
mite inferieurc des neiges perpetuelles (Annales de Chimie et de Physique, 
t. Y, p. 102-x 12, annee 1817, et t. XIY, p. 0-57, annee 1820). 

Quant aux equations differentielles du mouvement de la chaleur 
dans les liquides, il en a ete fait mention dans l’histoire annuelle de 
l’Academic des Sciences. Cet extrait de notre Memoire en montre 
claircment l’objct ct 1 c principe (Analyse des travaux de l’Academic 
des Sciences, par M. Dclambre, annee 1820) (-). 

L’cxamen des forces repulsives que la chaleur produit, et qui deter- 
minent les proprictes statiques des gaz, n’appartient pas au sujet ana- 
lytique que nous avons considere. Cette question, liee a la theorie de 
la chaleur rayonnante, vient d’etre traitee par l’illustre auteur de la 
Micanique celeste, a qui toutes les branches principales de l’Analyse 
mathematique doivent des decouvertes importantes (Connaissance des 
Temps pour les annees 1824 cl 1 825 ). 

( 4 ) Gay-Lussac et Arago. G. D. 

( 2 ) Co M6moiro a 6 imp rime en 1 833; il sera public dans le Tome II. G. D. 
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Les theories nouvelles expliquees dans notre Ouvrage sont reunies 
pour toujours aux Sciences mathematiques et reposent comme clles 
sur des fondements invariables; elles conserveront tous les elements 
qu’elles possedent aujourd’hui, et elles acqucrront continuellcment 
plus d’etendue. On perfectionnera les instruments et l’on mulliplicra 
les experiences. L’analyse que nous avons formee sera deduite de me- 
tbodes plus generales, c’est-a-dire plus simples et plus fecondcs, com¬ 
munes a plusieurs classes de phenomenes. On delerminera, pour les 
substances solides ou Iiquides, pour les vapours et pour les gaz perma¬ 
nents, toutes les qualites specifiques relatives a la chaleur, et les varia¬ 
tions des coefficients quiles expriment. On observera, dans les divers 
lieux du globe, les temperatures du sol a diverses profondeurs, l’intcn- 
site de la chaleur solaire et ses effets, ou constants ou variables, dans 
l’almosphere, dans l’Ocean et les lacs; ct Ton connaitra cctte tempe¬ 
rature constante du Ciel, qui est propre aux regions planetaircs. La 
theorie elle-meme dirigera toutes ces mesures et en assignera la pre¬ 
cision. Elle nc peut faire desormais aucun progres considerable qui 
no soit fonde sur ces experiences; car l’Analyse malhematique peut 
deduirc, des phenomenes generaux et simples, 1’cxprcssion des lois 
de la Nature; mais 1 ’application speciale de ces lois a des cfTets tres 
composes exige une longue suite d’ohservations exactes. 



THfiORIE 

DE 

LA CHALEUR. 

Et ignem -regmit numeri. Plato. 


CHAPITRE I. 

INTRODUCTION. 


SECTION I. 

EXPOSITION TIE L’OBJET DE GET OUVIfAGE. 

1 . 

Los elFets dc la chaleur sont assujeltis a des lois constantes que l’on 
no pout decouvrir sans lc secours do l’Analyse mathematique. La 
Theorie que nous allons exposer a pour objet de demontrer ces lois; 
elle reduit toutes les rcclierches physiques sur la propagation de la 
chaleur a des questions dc Calcul integral dont les elements sont 
donnes par Fexperience. .Aucun sujet n’a des rapports plus etendus 
avcc les progres de l’industrie et ceux des sciences naturelles; car 
Taction de la chaleur est toujours presentc; elle penctre tous les corps 
et lescspaces; elle influc sur les procedes des arts et concourt a tous 
les phenomenes de l’univcrs. 

Lorsquc la chaleur est inegalement distribuee entre les difterents 
points d’une masse solide, elle tend a se mettre en equilibre et passe 
lentement des parties plus echauffees dans celles qui le sont moins; en 

F. 


I 
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memo temps elle se dissipe par la surlarr ef sr peed dans lr nnlh*n mi 
dans lr vide. Cette tendance a unr distribution uniformr rt reftr nin> 
sion sponlauer q u i s’oj>i k rc k a la surlarr drs eorps rhanuritt routumrl 
lenient la tempera!mv des dillrrrnts points. I,a question do In pi “p ' 1 
nation dr la rlialrnr eonsiste a determiner quelle eM l,t temporal m e dr 
rhaqur point d’un rorps a tin instant dnitmn rn suppo-ant «| 11,1 
temperatures initlairs soil! ronnurs. Lesexrmplr- sunaut- trmnl nm 
naitrr plus rlairrmrnt la nature dr rrs question-. 


’ 2 , 

Si Ton expose a Tartion durable* r( uniformr dbm to\n dr *■dialem 
lint* memo partir (Tun annrau mrtalliqur d im *:r,ind diameter, lr 
iimlrrulrs Irs plus \ oisinrs tin lev rr s’rr hauflrmnl lr*. prrimm r rt, 
apres tin rrrtain t<nups, rhaqilt 1 point du solulr am a arqiu» pro .quo 
rutirrrmrut la plus haute* trmprrat urr a laqtud lr il pum-r pai\*nn 
Cette limite an maximum dr temperature n’t‘st pas la iiirmr pmn I*- * 
dillrrrnts points; rile rsl d’autant moimlre qu’d * -out pin elm fa¬ 
de rrlui oil It* lover rsl immi k tliatt k nu k nf applique, 

I.orsqur b k s temperatures sunt devrunes pormanrtitr ., lr to\rf 1 1 .hi 
met, a rhaque instant, uut k cjuantite dr rhalrur qut nmiprii «* «'\a. i« 
inrnt rrllr tjui st* dissipe par tons Irs points dr la surlarr * j x t * -11 ^ u i »■ 
«l<* I’anneait. 

Si maiutrnant on supprinn* b k to\rr, la rlialrnr r«mlinu*'i a d«- r 
propa^rr dans l'interieur dn solute ; mats rrllr <jui m* pm $1 dan b 
milit‘U on dans b k vidt* m* sera plus romprnsrr rtnnmr attpaim.ni! p.n 
b» prod n it du fov m\ rn sorlr qm k toutt*s Irs trmprrat ores \ai i*’i ..ut * I 
dimiuueront sans ressr, jusqtfa rt k qti VUrs soirnt dr \ miles rp-d«- .* 
cello du milieu euvironmmC 

:c 

Pendant qur Irs temperatures sunt permanent**s rf quo 1<* lo\n ub 
siste, si Pun rlrvr, t*n rhaque point dt* la rirronterenee mo\run*' d« 
I'animati, tine ordonnre prrpendieulaire at) plan tie raiment! rt * I * *n I la 
longueur suit pruportionnelie a la temperature li\r dr rr point , ia 
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rourbe qni passarail par las axlramitas da aas ordonnaas rapra- 
^antara IVtat pannananl das tamparaluras, at il ast Iras faeila da dalar- 
inmar par lt‘ ralaui la nalura da aalta li^na. II faul ramarquar qua Ton 
Mippusa a Patmaau una apaissaur ass a/, palila pour (pit' lous 1 os points 
d him* mt'mt* saation parpandietilnira a la airaonfaranaa moyniiit' aiant 
das fainparafui’as s<mi sih 1 t v m <mi 1 a^alas. LorsqiPon aura anlava la foyar, 
la Ii"iia qui fannina Irs ordonnaas proportionnallas aux tamparaturas 
tins dillaren ts points ahan^ara aontinuallamant da forma. Pa q nasfion 
ooitsisft 4 a explainer par tine aquation la forma variaida da aalta <m>ui*1mm 
rt a aomprandra ainsi tlans tint' saula formula tons lt*s alats suaaassifs 
till "* u | { dr . 

I . 

Nnirnt . la tt'inparaturt' lixa d'un point m dt' la airaonfaranaa lituvi'iinr, 

* la tliNfanat' dt' t‘t‘ point an fover, aYst-a-dira la Inu^uaur dt* Para dt* 
la t'lrnmlrtriiiT umvt'nin*, amnpris t*utrt* It* point m t*t It* point o, tpii 
at o roNpnud a la post t um du fo \ rr ; ;• rM la plus haute t t*mperature quo 
lr point m pttm a* arqurnr ru \erhi dt* Part ion constant!* du fo\ ei\ t*l 
» cilr f emprr.it iuv permanent a ; os| nut* four limp/’ a tit* la distance m. 

1 a pi rj 11 ,rr»• pat In* <1»* la tjurst nm consist** a tlt*lt'ntiinar la Idnctiotp/*.r 

f pit I Cpi r rule Petal permanent dlt mlldc. 

* >u . ms i drt rra (‘{ignite Petal v a rialda tptt surcede an preredan t ails- 
i l«»t i j 11 * * Poit a «•{•»{ s ; n t * It* fo \ er ; on drsipucra par / It* tt*mps eaoult' 

«I e pit i erffr u ppi r * i« 111 * 111 t m \ e i* e I par v l,t v aleur tie la {em perat u re 

* In p» i ’»i f * * i a prr - 1 r temp - t . la q Unlit it e v M*ra line et*rtaiin* four 

! **li 1 ’ , ,f de la dmlatfcr i rt dll temp** /; Pnbjrf dr la tjUeslinn t*sl 

d» dr* * * 11 \ i I rr U e f.ittctmil 1 a , I dnltf nil He aollliait IHiaore (|Ut* la 
v almii I! 11 1 air qut m t f t , eit suli* tjiir 1 tin <loi( avoir [’equation <l<‘ 

* »*ioP I not 

I , 


m I’mii pia- r inn* 111 , i ^ **a * *•* m ] * * I f * li Min o uta ii e » de lorun* sphrrique on 
if ( |«a , d in mi mdieii enlreimn a um* temporal are mustante, t*t 
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quVIlo y domouro (ri*s l<>nj>1omps plon^oo, olio aoquorra dans toils so-. 
points uno lomporatmr trios jxmi dilfdronto do oidlo du ilnido. Suppo 
sons qu’on IVn rotiro pour la transportor dans mi miiiou plus iron), la 
ohalour oonnnonrora a so dissipor par la Mirfaoo; los f ouiporaluro- do % 
dillomils points d( v la massu no soront plus son-dldumunl los inoinos. 
ot, si on la supposo di\ isoo on nni 1 inlinilo do oouohos par dos surlaoo*. 
paral lidos a la suriaoo oxtoriouro, ohaouno do oos oouoho tran-aiiottra, 
dans un instant, uno oortaino quantito do ohalour it rollo qni IVn\ o 
loppo, Si Fou ronpoil (pit 1 tdunpn 1 nioloou lo porto un thoniunurfio 
sdpard <{ui iudiipio it ohaqtto instant sa toiuporal tiro, Fofat do '-♦did** 
sora oont inuollomont roprosonto par [o ,s\stomo \ariaido do hmtosoo, 
hautours thormoiudt riquos. tl s’apit tTt‘\priturr los otats miovshsIn pat 
dos formulas anal\tiquos, on sorto quo Ton pu is\o oounaitro, pnnr tin 
installt donno, la t oiuporat uro iudiquoo par oliaqtio tlioninunotro ot 
ootuparor los quail ti (os dt v ohalour tpii sVenuIoiit, dans lo mo mo m •taut, 
outro dou\ rtMudios eouti^uos mi dans lo iniliou tuts mninaut. 


G. 

Si la utasso os| sphoriqtio, of quo Ton dosimio par .r la distant o d’un 
ptuiif m do rrttc tuasso an rontro dt 1 la sphoro, par / lo triup^ oootilo 
ttopuis lo ooituuouoomont du rofVoidissomont ot par v la tompor.itmo 
\anatdo du point m % il tost laoilo do \oir tpio tons los points pho o ,t L 
mrmo distanoo .r tin oontro nut la moino iomporaturo v . t .otto qiiau 
tilt* o osf tmo oortuiuo lonotion F .r* / du ra\on r ot du tomps oouiilo /; 
olio doit nfro tollo qu Yllo do\ionno ooustauto <] ut*lIt* quo soil la \,dom 
do r, lur-apum sup post* rollo tit 1 t nnllo; oar, d’apros Fhvpothoso, la 
tiinporatun* dt 1 tons Itos points ost la moino an imunonl tit* Fomor-unii. 
I .a quostion oonsisto it dotortninor la tdnotion tit 1 r ot do / qm o\pi inn 
la \altnir do o. 

7 . 

(Hi rmtsidororu onsuito quo, pondant la durdo tin rotVoidissomoiif f il 
nVoihiIo a rliatjtio instant, par la sutfaoo oxldrionro, urn* rortamo quail 
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tite de chaleur qui passe dans le milieu. La valeur de cette quantile 
n’est pas constante; elle est plus grande au commencement du refroi- 
dissement. Si l’on se represente aussi l’etat variable de la surface sphe- 
rique interieure dont le rayon est a;, on reconnait facilement qu’il doit 
y avoir, a chaque instant, une certaine quantite de chaleur qui traverse 
cette surface et passe dans la partie de la masse qui est plus eloignee 
du centre. Ce flux continuel de chaleur est variable comme celui de la 
surface exterieurc, ct l’un et 1’autre sont des quantites comparables 
entre dies; leurs rapports sont des nombres dontles valeurs variables 
sont des fonclions de la distance x et du temps ecoule t. 11 s’agit de 
determiner ces fonctions. 

8 - 

Si la masse, echauffee par une longue immersion dans un milieu, et 
dont on vcut calculer le refroidissement, est de forme cubique et si Ton 
determine la position de chaque point m par trois coordonnees rectan- 
gulaires x, y, z, en prenant pour origine le centre du cube et pour 
axes les ligncs perpendiculaires aux faces, on voit que la tempera¬ 
ture v du point m, apres le temps ecoule t, est une fonction des quatre 
variables x, y, z ct t. Les quantites de chaleur qui s’ecoulent a chaque 
instant, par toute la surface exterieure du solide, sont variables et 
comparables entre elles; lours rapports sont des fonctions analytiques 
qui dependent du temps t ct dont il faut assignee 1’expression. 

9 . 

Examinons aussi le cas ou un prisme rectangulaire d’une assez 
grande epaisseur et d’une longueur infinie, etant assujetti par son 
extremite a une temperature constante, pendant que Fair environnant 
conserve une temperature moindre, est enfin parvenu a un etat fixe 
(ju’il s’agit de connaitre. Tous les points de la section extreme qui sert 
de base au prisme ont, par hypothese, une temperature commune et 
permancntc. II n’en est pas de meme d’une section eloignee du foyer; 
chacun des points de cette surface rectangulaire, parallele a la base, a 
acquis une temperature fixe, mais qui n’est pas la meme pour les dif- 
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ferents points cl’une raeme section et qui doit etre moindre pour les 
points les plus voisins de la surface exposee a Fair. On voit aussi qu’il 
s’ecoule a chaque instant, a travers une section donnee, une certaine 
quantite de chaleur qui demeure toujours la meme, puisque l’etat du 
solide est devenu constant. La question consiste ii determiner la tem¬ 
perature permanente d’un point donne du solide et la quantite totale 
de chaleur qui, pendant un temps determine, s’ecoule a travers une 
section dont la position est donnee. 

10 . 

Prenons pour origine des coordonnees x, y, z le centre de la base 
du prisme, et pour axes rectangulaires l’axe meme du prisme et les 
deux perpendiculaires sur les faces laterales : la temperature perma¬ 
nente o du point m dont les coordonnees sont x, y, z est une fonction 
do trois variables J?(x,y, z); elle reqoit, par hypothese, une valour 
constante lorsque Ton suppose x nul, quelles que soient les valeurs 
dej et de s. Supposons que Ton prenne pour unite la quantite de eha- 
lcur qui, pendant l’unite de temps, sortirait d’une superficie egale a 
1 ’unite de surface si la masse echauffee que cette superficie terminc, et 
qui est formee de la meme substance que le prisme, etait continuel- 
lement entretenue a la temperature de l’eau bouillante et plongee dans 
Fair atmospherique entretenu a la temperature de la glace fondante. On 
voit que la quantite de chaleur qui, dans l’etat permanent du prisme 
rectangulaire, s’ecoule, pendant l’unite de temps, a travers une cer¬ 
taine section perpendiculaire a l’axe, a un rapport determine avec la 
quantite de chaleur prise pour unite. Ce rapport n’est pas le meme 
pour toutes les sections; il est une fonction de la distance x a 
laquelle une section est placee; ii s’agit de trouver l’expression ana- 
lytiquc de la fonction ©(a?). 

11 . 

Les exemples precedents suffisent pour donner une idee exacte des 
diverses questions que nous avons traitees. 
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La solution de ces questions nous a fait connaitre que les effets de la 
propagation de la chaleur dependent, pour chaque substance solide, 
de trois qualites elementaires qui sont: la capacite de chaleur, la con- 
ducibilitc propre et la conducibilite exterieure. On a observe que, si 
deux corps de memo volume et de nature differente ont des tempera¬ 
tures egales et qu’on leur ajoute une meme quantite de chaleur, les 
accroissements de temperature ne sont pas les memes; le rapport de 
ces accroissements est celui des capacites de chaleur. Ainsi le premier 
des trois elements specifiques qui reglent 1’action’ de la chaleur est 
exactement defini, et les physiciens connaissent depuis longtemps plu- 
sicurs moyens d’en determiner la valeur. II n’en est pas de meme des 
deux autres; rn en a souvent observe les effets, mais il n’y a qu’une 
theoric exacte qui puisse les bien distinguer, les definir et les mesurer 
avec precision. La conducibilite propre ou interieure d’un corps ex- 
prime la facilite avec laquclle la chaleur s’y propage en passant d’une 
molecule interieure a une autre. La conducibilite exterieure, ou rela¬ 
tive, d’un corps solide depend de la facilite avec laquelle la chaleur en 
penetre la surface et passe do ce corps dans un milieu donne, ou passe 
du milieu dans le solide. Cette derniere propriety est modifiee par 
I’etat plus ou moins poli de la superficic; elle varie aussi selon le 
milieu dans lcqucl le corps est plonge; mais la conducibilite propre 
ne pcut changer qu’avec la nature du solide. 

Ces trois qualites elementaires sont representees dans nos formules 
par des nombrcs constants, et la theoric indique elle-meme les expe¬ 
riences propres a en mesurer la valeur. Des qu’ils sont determines, 
toutes les questions relatives a la propagation de la chaleur ne depen¬ 
dent quo de l’analyse numerique. La connaissanee de ces proprietes 
specifiques peut etre immediatement utile dans plusieurs applications 
des sciences physiques; elle est d’ailleurs un element de l’etude et de 
la description des diverses substances. C’est connaitre trhs imparfaite- 
inent les corps que d’ignorer les rapports qu’ils ont avec un des prin- 
cipaux agents de la nature. En general, ii n’y a aucune theorie mathe- 
inatique qui ait plus de rapport que celle-ci avec l’economie publique, 
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puisqu’elle peut servir a eclairer et a perfectionner I’usage des arts 
nombreux qui sont fondes sur l’emploi de la chaleur. 

12 . 

La question des temperatures terrestres offre une des plus belles 
applications de la theorie de la chaleur; voici I’idee generate que l’on 
peut s’en former. Les differentes parties de la surface du globe sont 
inegalement exposees a l’impression des rayons solaires; 1’intcnsile de 
cette action depend de la latitude du lieu; elle change aussi pendant la 
duree du jour et pendant cede de l’annee, et est assujettie a d’autrcs 
inegalites moins sensibles. II est evident qu’il cxiste, entre cet etat 
variable de la surface et celui des temperatures interieures, une rela¬ 
tion necessaire que Ton peut deduire de la theorie. On sait qu’a une 
certaine profondeur au-dcssous de la surface de la Terre, la temperature 
n’eprouve aucune variation annuelle dans un lieu donne : cette tempe¬ 
rature permanente des lieux profonds est d’autant moindre que le lieu 
est plus eloigne de l’equateur. On peut done faire abstraction de l’en- 
veloppe exterieure, dont l’epaisseur est incomparablement plus petite 
que le rayon terrestre, et regarder cette planete comme une masse 
presque spherique dont la surface est assujettie a une temperature qui 
demeure constante pour tous les points d’un parallele donne, mais qui 
n’est pas la meme pour un autre parallele. II en resulte quo cliaque 
molecule interieure a aussi une temperature tixe determinee par sa 
position. La question mathematique consisterait a connaitrc la tempe¬ 
rature fixe d’un point donne et la loi que suit la chaleur solairc en 
penetrant dans 1’interieur du globe. 

Cette diversity des temperatures nous interesse davantage, si Ton 
eonsidere les changements qui se succedent dans I’enveloppc meme 
dont nous habitons la superficie. Ces alternatives de chaleur et de 
froid, qui se reproduisent chaque jour et dans le cours de cliaque 
annee, out ete jusqu’ici l’objet d’observations multipliees. On peut 
aujourd’hui les soumettre au calcul et deduire d’unc theorie com- 
mune tous les faits particulars que l’experience nous avait appris. 
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CHAPITRE I. - INTRODUCTION. ') 

Cette question se reduit a supposer que tons les points de la surface 
d’une sphere immense sont affectes de temperatures periodiques; 

I’Analyse fait ensuite connaitre suivant quelle loi l’intensite des varia¬ 
tions decroit a mesure que la profondeur augniente; quelle est, pour 
line profondeur donnee, la quantite des changements annuels ou 
diurnes, I’epoque de ces changements, et comment la valour fixe de 
la temperature soutcrrainc se deduit des temperatures variables obser- 
vees a la surface. 

13 . 

bus equations gene rales de la propagation do la chalcur sont aux 
differences partielles, et, quoique la forme cn soit tres simple, les 
methodes connues ne fournissent aucun moyen general de les inte- 
grer; on ne pourrait done pas en deduire les valeurs des temperatures 
apres un temps determine. Cette interpretation numerique des resul- 
lats du calcul est ccpendant necessaire, et e’est un degre de perfection 
qu’il scrait tres important dc donner a toutes les applications de l’Ana- 
lyse anx Sciences naturelles. On peut dire que, tant qu’on ne l’a pas 
ohlenu, les solutions demeurent incompletes on inutiles, et que la 
verity (ju’on se proposait de decouvrir n’est pas mo ins cachee clans les 
fonnulcs d’Analyse qu’elle no l’etait dans la question physique elle- 
mcme. Nous nous sommes attache avec bcaucoup de soin et nous 
sommes parvenu a surmontcr cettc difficulty dans toutes les questions 
quo nous avons traitees etqui conticnncnt les elements principaux de 
la Thcoric de la chaleur. II n’y a aucunc de ces questions dont la solu¬ 
tion ne fournissc des moyens commodes et exacts de tronver les valeurs 
numeriques des temperatures acquises, ou colics des quantites de cha¬ 
leur eeoulecs, lorsqu’on connaitles valeurs du temps ct celles des coor- 
donnecs variables. Ainsi l’on ne donnera pas seulcment les equations 
diffcrcntielles auxquellcs doivent satisfaire les fonctions qui expriment 
les valeurs des temperatures; on donnera ces fonctions elles-memes 
sous une forme qui facilitc les applications numeriques. 
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sortent, dans tous les sens, de chaque point de la superfic-ie d’un corps 
echauffe depend de Tangle que fait leur direction avec la surface dans 
ce meme point. Nous avons demontre que Tintensite de chaque rayon 
est d’autantmoindre qu’il fait avec Telement de la surface un plus petit 
angle, et qu’elle est proportionnelle au sinus de cet angle. Cette loi 
generale de remission de la clialeur, que divevses observations avaienf 
deja indiquee, est une consequence necessaire du pvincipe de I’equi- 
librc des temperatures et des lois de la propagation do la clialeur dans 
les corps solides. 

Telles sont les questions principales que Ton a traitecs dans cet 
Ouvragc; elles sont toutcs dirigees vers un seul but, qui est d’elablir 
clairemcnt les princ'ipes matliematiques dc la Tbeorie de la clialeur et 
de concourir ainsi aux progres des arts utiles et a ceux de Tetude de la 
nature. 

17 . 

On aperqoit, par ce qui precede, qu’il cxistc unc classe Ires 6 ten due 
dc plienonienes qui nc sont point produits par des forces mecaniqucs, 
inais qui resultent sculeracnt dc la presence ct de Taccuin illation de la 
clialeur. Cette partie de la Philosophic naturellc ue peut sc rapporter 
aux Theories dynamiques; elle a des principcs qui lui sont propres, ct 
olio est fondee sur unc melhode scmblable a eelle des autres sciences 
cxactcs. Par exemple, la clialeur solairc qui penelrc Tinlevieur du 
globe s’y distribuo suivant une loi reguliere, qui nc depend point de 
cellos du mouvement et nc peut elre determince par les principcs do la 
Mecaniquc. Les dilatations que produit la force repulsive dc la clialeur 
et (lout Tobsorvation sort a mcsurerles temperatures sont, ala verite, 
dos effets dynamiques; mais cc no sont point cos dilatations quo Ton 
calculc lorsqu’on recherche les lois de la propagation de la clialeur. 

18 . 

Ilya d’autres effets naturels plus composes qui dependent ii la lois 
de Tinfluence de la clialeur et des forces attractives : ainsi lesvaria- 
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20 . 

Cos considerations offrent un exemple singulier des rapports qui 
existent entre la science abstraite des nombres et les causes natu- 
relles. 

Lorsqu’une barre metallique est cxposec par son extremite a 1’action 
constante d’un foyer ct quo tous scs points ont acquis leur plus haut 
degre de cbalcur, lc svstemc des temperatures fixes correspond exac- 
tement a uneTable de logarithmes; les nombres sont les elevations des 
thermometres places aux differents points, et les logarithmes sont les 
distances de ces points au foyer. En general, la chaleur se repartit. 
d’dle-meme dans I’interieur des solides, suivant une loi simple ex- 
primee par unc Equation aux differences partielles, commune a des 
questions physiques d’un ordre different. L’irradiation de la chaleur 
a line relation manifesto avec les Tables do sinus; car les rayons, qui 
sortent d’un memo point d’une surface echauffec, different beaucoup 
outre cux, et leur intensile est rigourcusement proportionnelle au 
sinus de Tangle que fait lour direction avec Telemcnt de la surface. 
Si Ton pouvail observer pour chaque instant, et en chaque point d’une 
masse solide homogene, les changcments de temperature, on retrou- 
vorait dans la serie de ces observations les proprietes des series recur- 
rentes, cellos des sinus et des logarithmes; on les remarquerait, par 
oxoin[)le, dans les variations diurnes ou annuclles des temperatures 
des differents points du globe lerrestre qui sont voisins de la surface. 

On rcconnaitrait encore les monies resultats et tous les elements 
prineipaux de TAnalyse gen era le dans les vibrations des milieux elas- 
liques, dans les proprietes des lignes ou des surfaces eourbes, dans les 
inouveinenls des astres et dans ccux de la lumiere ou des fluides. C’est 
ainsi que les fonetions oh tenues par des differentiations successives, 
ct <pii servent au devcloppemcnt des series infinies et a la resolution 
numerique des equations, correspondent aussi a des proprietes phy¬ 
siques. La premiere de ces fonetions, ou la fluxion proprement dite, 
exprime, dans la Geometric, Tinclinaison dc la tangente des lignes 



TIIKOIUK \)\\ S, V Cl! V L KI It. 


rourltes, <d t dans la Dyuainiqtun la vi fosse du noddle pendant !«• ninth 
\rmonl Yarie : ello mosunn dans la Theorie do la ehalmr, la quantile 
c|di sWoule (‘ii cltaque [mini (Tun corps a fra\«Ts tint 1 surface donum, 
I/Analvse mat hematique a done dos rapports nrees-udres a\ re lm |dir 
uomrnes S(‘iisild(‘s; son olqrf n Ysf point errr pat' i intellnonce dr 
Fltommo; ii est tin element prdexisfant do Fordre uni\rmrl o{ n'a rim 
dr contingent r\ dr fortuif; il est rmpreint dans (onto la naturr. 


- 21 . 

I)t‘S ol>sor\ at ions plus precises r t pith \arirrs ferout munaihr pat 
la suitr si Irs (dirts dr la rhalrur sont modifies par d r> oni <♦ * qm* 1 mt 
u’a point aperettrs jusqtfiei, rt la Ihrorir arqurrra mo* munrlir pn 
trr { mu par la emupu raison rnnhnuellr dr ms resnltnts n\er mix dr 
experiences; rllr rxpi tqurra des phruoiurtir * important - q to* 1 * * n to* 
ptnnatl point encore souundlre an ealetd; rile apprrmlra a drtn mmn 
Cnts Irs idiots thermonudriques dm ra\om sola ires, Ir% lmiprutiur 
tixrs on \arialdes quo Fou othersorait a diHerru lm d ht a uees dr 1 rqua 
Irtir, dans I* i n t t fc ri (* 11 r du ql»d>r on Imr ^ des limites dr Cat tm« pluue, 
da th FOrrait on dath les diflermtos regions dr Fa tr. < h» r u drd no a la 
i minahsanee matludnatiquo des grands mntt\ r ment * qm i r- ullrn! dr 
Fmllumee de la elialmr eoiuimiee a\ee erlle de la ra\ tie, t r mmir 
prinnpos sen trout a ntesurrr la ronduribilite pmpre mi trialtsr d> 
ddlVrruts corps id lour rapaeitr spreilique, a do tiuuiri tmih 1* 
rathe-, (pn tnoddimt Fetuhsion tlr la chalenr a la u11 tarr dr- 'dab 
(d a pert erf to utter Irs instruments thermometrique t rt I r tlo-.u m « v : 
tr ra datts loth les triups FaU rn lion dm ^rome! rm» par IY\a»t.ind« 
ri*mmreihe de srs elements id irs ditlieultes d*\itahm qm 1m ml 
ptaqthh* et surlotlt par lYtmdue id Fufilite dr s r apploat oui ; * n 
totltes l(‘s consequences qtlYlle fournit illteresMUit la Plt\ nqm- .» m 
rale * irs operations drs arts, Irs Usages tlojum! sqtir > nit 1 n Mtit.iiir 
ehtie. 



CHAPITRE I. — INTRODUCTION. 


IS 


SECTION II. 

NOTIONS GfiNiRALKS ET DEFINITIONS P R EtUIINAIRE S. 

22 . 

On ne pourrail former que des hypotheses inccrtaines stir la nature 
(lc la chaleur; mais la connaissancc des lois mathemaliques auxquelles 
ses cffels son), assujettis est independante do toule hypolhesc; elle 
exige seulement l’cxamen attentif des faits principaux que les obser¬ 
vations communes out indiques etqui ont ete confirmes par des expe¬ 
riences precises. 

11 est done neecssaire d’exposer, en premier lieu, les resullats gene- 
raux des observations, de donner des definitions exactes de tous les 
elements du calcul ct d’etaldir les priucipcs sur lesquels ce calcul doit 
biro Ion do. 

L’aetion de la chaleur tend a dilatcr tous les corps solides, on 
liquides, on aeriformes; e’est cclle propriote qui rend sa presence sen- 
sihle. Les solides ct les liquides augmented de volume si Ton aug¬ 
ments. la (piantitc de chaleur qu’ils conticnncnt; ils se condcnsent si 
on la diminuc. 

Lorsque loules les parties d’un corps solide homogene, par exemple 
eellrs d’niie masse melallique, soul cgalement echauUees ct qu’elles 
e.onservcnt, sans aucun ehangement, cctte memo quantile de chaleur, 
idles ont aussi ct conserveut une memo densite. On exprime eel etat on 
disanl que, dans toule I’elendue de la masse, les molecules ont une 
temperature commune ct pennanente. 

23 . 

be thermometre est un corps dont on peut apprecier facilcment les 
moindres ehangements de volume; il sort a mesurcr les temperatures 
par la dilatation des liquides ou par cello de l’air. Nous supposons ici 
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que l’on connait exactement la construction, l’usage et les proprieties 
de ces instruments. La temperature d’un corps dont toutes les parties 
sont egaleinent echauffees, et qui conserve sa clialeur, est celle qu’in- 
dique le thermometre, s’il est et s’il demeure en contact parfait avec le 
corps dont il s’agit. 

Le contact est parfait lorsque le thermometre est entierement plongc 
dans une masse liquide et, en general, lorsqu’il n’y a aucun point de la 
surface exterieure de cet instrument qui nc touche un des points de la 
masse solide ou fluide dont on veut mesurer la temperature. II n’est 
pas toujours necessaire, dans les experiences, quo cette condition soit 
rigoureusement observee; mais on doit la supposcr pour quo, la defini¬ 
tion soit exacte. 

24 . 

On determine deux temperatures fixes, savoir : la temperature de la 
glace fondante qui est designee par o, et la temperature de I Van bouil- 
lanle que nous designerons par i; on suppose que l’obullition de I’eau 
a lieu sous une pression de l’atmosphere representee par une eerlaine 
hauteur du barometre (7Go mm ), le mercure du barometre elan l a la 
temperature o. 

25 . 

On mesure les differentes quantites de chaleur en determinant com- 
* hien de fois elles contiennent une quantite que Ton a fixee et prise 
pour unite. On suppose qu’une masse de glace d’un poids determine 
( [I ' S ) s °h a la temperature o, et que, par l’addition d’une ccrtaine quan¬ 
tite de chaleur, on la convertisse en eau a la memo temperature o : 
cette quantite de chaleur ajoutee est la mesure prise pour unite. Ainsi 
la quantite de chaleur exprimee par un nombre C conticnt un nomhre 
C de fois la quantite necessaire pour resoudre i k s de glace qui a la tem¬ 
perature o en une masse d’eau qui a la meme temperature o (‘). 

0) L es unites deflnics iei par Fourier n’ont pas 6t6 adoptees, on 1c sail, par les plnsi- 
eiens. Mais on verra plus loin (art. 161) que les equations de la chaleur sont etablies d'une 
mamere generalc et subsisted, quelles que soient les unites choisios. II csl d'auiaiH plus 
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26 . 

Pour clever une masse metallique d’un certain poicls, par exemplc 
i kg de for, depuis la temperature o juscju’a la temperature i, il est ne- 
ccssairc d’ajouter line nouvelle quantile de clialeur a celle qui etait 
deja contenue dans cette masse. Le nombre C, qui designe cette quan¬ 
tile de clialeur ajoutee, est la capacite specifique de clialeur du fer; le 
nombre C a des valours tres differentes pourles differentes substances. 

27 . 

Si un corps d’unc nature et d’un poids determines (i kg de mercure) 
occupc le volume V, etant a la temperature o, il occupera un volume 
plus grand V-i-A, lorsqu’il aura acquis la temperature i, c’est-a-dire 
lorsqu’on aura augmente la clialeur qu’il contenait, etant a la tempera¬ 
ture o, d’unc nouvelle quantitc C 0 , egale a sa capacite specifique de 
clialeur. Mais si, au lieu d’ajouter cette. quantitc C u , on ajoute sC,, 
[z etant un nombre positif on negalif), le nouveau volume sera V-t- S, au 
lieu d'etre V -i- A. Or les experiences font eonnaitre quo, si z est egal 
a 1’aecroissement de volume <S est seulemenl la moitie de l’accrois- 
seinent total A, et qu’en general la valour de <> est sA lorsque la quan¬ 
tile de clialeur ajoutee est z(] 0 . 


28 . 

Ce rapport z des deux quantiles de clialeur ajontees r-C„ ct C n , qui 
est aussi eelui des deux aecroissemcnts (le volume <S et A, est ce que 
foil nomine la lcm.pemt.ure; ainsi le nombre qui expriinc la tempera- 

iiec.essiiire do pro sen tor ici celto romarque que, dans les applications, Fourier suppose 
xouvcnl. ([lie deux corps cm contact onl, Tun la temperature o, l’autre la temperature i. Si 
J’on adoptait les unites do Fourier, la difference ties temperatures serail Irop grande pour 
<[iie l'cHum^o do la ohalcur entro les deux: corps fut repjlc par la loi do Newton. Mais si Ton 
n’a fait a ra\ancc aueune hypothose, ni sur I’ori^ino do i’ocbellc des temperatures, ni sur 
la valour do I’miitc do temperature!, il est clair tju’cu clioisissant convcnablomcnt cette ori- 
gino ot nolle unite, on pout toujours exprimer deux temperatures differentes par les 
no mb res o et i. b. lb 

Y\ 3 
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On suppose que Fair est continuellement deplace avec une vitesse 
nniforme et donnec; mais, si la vitesse du courant augmentait, la 
quantite de clialeur qui se communique au milieu varierait aussi; il 
(mi serai t de me me si Fon augmentait la densite de cc milieu. 


81 . 

Si l’exces de la temperature constante du corps sur la temperature 
des corps environnants, au lieu d’etre egal a i, eomrne on l’a sup¬ 
pose, avait une valeur moindre, la quantite de clialeur dissipee scrait 
moindre que A. II resulte des observations, comme on le verra par la 
suite, que cctte quantite de clialeur perdue peut ctre regardee comme 
sensiblenicnt proportionnelle a l’exces dc la temperature du corps sur 
celle de Fair et. des corps environnants. Ainsi, la quantite h ayant ete 
delcrniinec par une experience dans laquellc la surface eciiauffcc est a 
la temperature i et le milieu il la temperature o, on cn conclut qu’elb' 
aura it la valeur Jiz si la temperature de la surface eta it 3, toules les 
autreseiiconslanccs demeurant les memos. Oil doit admetlre ce result at 
lorsque 3 est une petite fraction. 


82 . 

La valeur A de. la quantite de clialeur qui se dissipe ii travel's la sur¬ 
face eehauHee est di Heron le pour les di He re 11 Is corps; c't elle varie pour 
mi memo corps suivant les divers rials de la surface. L’elfetde I’irra- 
diation est d’autant moindre que la surface ecliauHee est plus polio, de 
sorle qu’en faisant disparaitre le poli de la surface, on augmcnle consi¬ 
derable me a l la valeur de A. Un corps melallique ecliaull'e sc rclroidira 
beaueoup plus vile, si Fon eouvre sa surface exlerieuro d’un enduit 
noir, propre ii (emir cnliorement Fecial me lallique. 

38 . 

Les rayons de clialeur qui s’eebappent do la surface (Fun corps par- 
coureut libremcnt les espaccs vides (Fair; ils se propagent aussi dans 
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grande quo la {rmprrat lire dtt corps e 4 plus clever. i Y .{ pom qmn , t 
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db. 
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dans une enceinte, sans toucher aucune de ses parties. Par exeinple, 
si ce solide etait une enveloppe splierique (l’une certainc epaisscur, 
entretenue par une cause exterieure a la temperature a, et renfermant 
un espace entierement vide d’air, et si le corps m pouvait etro place 
dans une partie quelconque de cet espace splierique, sans qu’il touchat 
aueun point de la surface interieure de 1’cnceinte, il acquerraitla tem¬ 
perature commune a , ou piutot il la conservcrait s’il l’avait dejii. Le 
rcsultat serait le memo pour tous les autres corps n, p, q, r, soit qu’on 
les placat scparemcnt ou ensemble dans cette me me enceinte, et quelles 
quo fusscnt d’ailleurs leur espece et lcur jTigurc. 

40 . 

Do toutes les manieres de sc representor Taction de la clialeur, celie 
qui parait la plus simple et la plus conformc aux observations consiste 
a comparer cettc action a cello, de la lumi'ere. Les molecules eloigners 
les lines des autres se communiquent reciproqucment a travcrs les 
cspaces vidos d'air leurs rayons de clialeur, comme les corps eclaires 
se transmettent leur lumiere. 

Si, dans une enceinte fcrmec de toutes parts et entretenue par une 
cause exterieure a une temperature fixe a, on suppose quo divers corps 
soot places sans qu’ils touchcnt aucune des parlies de l’enccinle, on 
observera des effets diflerents suivant quo les corps introduits dans 
cet espace vide d’air sonl plus ou moins eehauffes. Si Ton place d’abord 
un seul de ces corps, et qu’il ait la temperature memo de Tenceinte, il 
envorra par tons les points de sa surface aulant de clialeur qu’il on 
reQoit du solide qui 1’environne, et e’est cet echangc de quantiles egalcs 
qui le maintienl dans son premier etat. 

Si Ton introduit un second corps dont la temperature b soit moindre 
quo a, il reeevra. d’abord, des surfaces qui Tenvironncnt de toutes 
parts sans le toucher, une quantite de clialeur plus grande quo celie 
qu’il .envoic : il s’ecbauffera de plus cn plus et il perdra par sa surface 
plus de clialeur qu’auparavant. La temperature initiale b, s’elevant 
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tes, ils recevraient et sc transmettraient leurs rayons de chaleur, en 
sorte que dans cet echange leurs temperatures varieraient continuelle- 
ment et tendraient toutes a devenir egales a la temperature fixe de 
l’enceinte. 

Cet effet est precisement cclui qui a lieu lorsque la chaleur se pro¬ 
page dans les corps solidcs; car les molecules qui composent les corps 
sont separees par des espaces vides d’air et out la proprietc de rece- 
voir, d’accumuler et d’emettre la chaleur. Chacunc d’ellcs envoie ses 
rayons de toutes parts et cn memo temps clle recoit ceux des molecules 
qui l’cnvironncnt. 

45 . 

La chaleur envoyee par un point situe dans l’interieur d’une masse 
solide ne peut se porter directcment qu’a une distance cxlrememcnt 
petite; clle est, pour ainsi dire, intcrccptee par les particules les plus 
voisincs; ce sont ces derniercs sculcs qui la regoivent immediatement 
et qui agissent sur les points plus eloignes. 11 n’en est pas de memo 
des fluides aerifornies; les effots directs de 1’irradialion y deviennent 
sensibles a des distances tres considerables. 

40 . 

Ainsi la chaleur qui sort dans toutes les directions d’une partie 
d’une surface solide peniTre dans fair jusqu’a des points fort eloi- 
gnes; mais (die, n’est cmisc (|ue par h's molecules du corps qui sont 
extremement voisines de la surface. l!n point d’une masse echauffee, 
place ii une tres petite distance de la superficie plane qui separe la 
masse de 1’espacc exterimir, envoie a' cet espacc une infinite de rayons; 
mais ils n’y parvicnncnl pas entii'rement : ils sont diminues de toute 
la quanlite de chaleur qui s’arretc sur les molecules solides in term 6- 
diaires. La partie du rayon qui se dissipe dans l’espace est d’autant 
moindre qu’clle traverse un plus long intcrvalle dans la masse. Ainsi 
le rayon qui sort porpcndiculairement a la superficie a plus d’intensite 
(pie celui qui, partant du memc point, suit une direction oblique, el 
les rayons les plus obliques sont entierement interceptes. 
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rieure dc l’enceinte autant de chaleur qu’il lui en envoie. Cet effet dcs 
rayons de chaleur dans un espace donne est, a proprcment parler, la 
mesurc de la temperature : mais cette consideration suppose la theorie 
mathematique dela chaleur rayonnante. Si Ton place maintenant entre 
le thermometre et une partic de la surface de l’enceinte un corps M 
dont la temperature soil a, le thermometre cesscra dc rcccvoir les 
rayons d’une partic de cette surface intericure; mais ils seront rem¬ 
places par ccux qu’il recevra du corps interpose M. Un calcul facile 
pro live que la compensation est exacte, en sortc quo Petal du tlicrmo- 
melrc nc sera point change. II n’en est pas de memo si la temperature 
du corps M n’est pas egale a celle de I’enceintc. Lorsqu’elle est plus 
grande, les rayons, que le corps interpose M envoie au thermometre 
et qui remplacent les rayons interceptes, ont plus de chaleur que ces 
derniers; la temperature du thermometre doit done s’elevcr. 

Si, au contra ire, le corps intermediairc a une temperature moindre 
(juc a, cello du thermometre devra s’ahaisser ; car les rayons que; cc 
corps intereepte soul remplaccs par ccux qu’il envoie, c’csl-a-dire par 
des rayons plus I'roids quo ccux de l’cnceinte; ainsi lc thermometre nc 
recoil pas tonic la chaleur qui serai t nceessaire pour mainlcnir sa tem¬ 
pera lure a. 

d<). 

On a fail ahstraclion jusqu’ici dc la faculle qu’onl loulcsles surfaces 
de rellechir une partic des rayons qui leur sent envoyes. Si l’on ne eon- 
siderail point cette proprietd, on n’aurail qu’une idee Ires incomplete 1 
de l’equilibre de la chaleur rayonnante. 

Supposons done que, dans la surface intericure do Penceinte entre- 
(enuc a une lemperature eonstante, il y ait une portion qui jouissc a 
un certain degre de la faculle dont il s’agit; chaque point de la surface 
rellechissanle enverra dans l’espace deux espoces de rayons: les uns 
sorfent dc l’intcrieur memo de la substance dont Penceinte est formee, 
les a litres soul sculement rellechis par cette memo surface a laquclle 
ils ont etc envoyes. Mais en meme temps que la surface repousse ii 
Pexlerieur une partic des rayons incidents, elle retient dans Pinterieur 
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Dans le second cas, lc thermometre place entre le corps echauffe 31 
et le miroir doit acquerir une temperature plus grande quc a. En effet, 
il reqoit les memes rayons que dans la premiere hypothcse; mais il y a 
deux differences remarquables : l’une provient de ce que les rayons 
envoyes par le corps M au miroir et reflechis sur le thermometre con- 
tiennent plus de clialeur quc dans lc premier cas. L’aulrc difference 
provient des rayons que le corps 31 envoie directement au thermometre 
et qui out plus de clialeur qu’auparavant. L’une et l’autre cause, et 
principalcment la premiere, concourcnt a clever la temperature du 
thermometre. 

Dans lc troisieme cas, e’est-a-dire lorsque la temperature de la 
masse M cst moindre que a, lc thermometre doit prendre aussi une 
temperature moindre que a. En effet, il i*eqoit encore toutes les cs- 
pi'.ccs de rayons quc nousavons distinguees pour le premier cas; mais 
il y en a deux sortes qui conlienncnt nroins dc clialeur quc dans cette 
premiere hypothcse, savoir eeux qui, envoyes par le corps M, sontrelle- 
ehis par le miroir sur le thermometre,et ceux quc le memo corps31 lui 
envoie directement. Ainsi le thermometre ne reqoit pas toute la clm- 
leur qui lui cst neccssaire pour conscrver sa temperature primitive a. 

11 (Mivoid plus de clialeur qu’il n’en recoil. Il faut done que sa tempe¬ 
rature s’abaisse jusqu’a ce que les rayons qu’il reeoit sulfisent pour 
eompenser ceux qu’il perd. C’esl. ce dernier eflet que 1’ou a nomme la 
iv/Ie.vion du froid el, qui, it propremenl parler, consiste dans la reflexion 
d’une ehaleur Lrop laible. Le miroir inlereeplc une eertaine quantile 
de clialeur cl la rein place par une moindre quantile. 

51 . 

Si 1 ’on place dans l'enceinte enlrelenue a une temperature eon- 
stante a un corps M dent la temperature a! soit moindre que «, la 
presence de ce corps fera baisscr lo thermometre expose a scs rayons, 
et Lon doit remarquer qu’en general ces rayons envoyes au thermo¬ 
metre par la surface du corps Msonl de deux especcs, savoir ceux qui 
sortent de l’inlerieur do la masse 31, ct ceux qui, vcnanl des diverscs 
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d’intensite que s’ils venaient dc I’intericur du miroir metallique; done 
le thermometre re?oit encore moins dc clialeur qu’auparavant; il 
prendra done une temperature a lv nioindre que a'". 

On expliquo facilement par les memos principes tons les effels 
connus dc l’irradiation dc la ehaleur ou du froid. 

52. 

Les effels de la ehaleur ne peuvent nullement etre compares a ceux 
d’un fluidc elastique dont les molecules sont en repos. Ce serait inu- 
(ilemcnt que l’on voudrait deduire de cette hypothesc les lois de la 
propagation que nous expliquons dans cet Ouvrage et que tonics les 
experiences ont confirmees. L’etat lihre de la ehaleur est celui de la 
lumiere; l’hahitude de cet element est done entierement differenle de 
cello des substances aeriformes. La ehaleur agit de la meme maniere 
dans le vide, dans les flnido.s clastiques et dans les masses liquidos on 
solidf's; <dle ne s’y propage que parvoie <rirradialion, mais ses HTels 
sensiblcs di (Tcmit sidon la nature des corps. 

* 

r>3. 

La ohaleui 1 csl le principe do (onto elastieile; cVst sa force repulsive 
<[ui conserve la figure des masses solides et le volume des liquidos. 
Dans les substances solides, I( v s molecules voisines eederaien 1 a 1 onr 
attraction inuLuelle si son (diet nYtait pas detruit par la clialeur qui les 
separo. 

OUe force elastique est d’aulant plus grande quo la temperature csl 
plus clever; e’esl pour cola quo les eorps sc cl i la tent on so oondensonl, 
Iorsqu’on el eve on lorsqubn abaisse lour temperature. 


L’dquilibre qui subsistedans I’intorieur d’unc masse solidc nitre la 
force repulsive do la clialeur ct {’attraction moleculairc est stable; 
r.V.st-a-ilirc <jiTil so retaldit de lui-mcmc lorsqu’il est trouble par line 
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SECTION III. 

PRINCIPE DE LA COMMUNICATION DE LA CHALECR. 

57. 

Nous allons presentcmcnt examiner ce que les experiences nous 
apprennent sur la communication de la clialcur. 

Si deux molecules egales sont formces de la memo substance et out 
la memo temperature, chacune d’cllcs reQoit de l’autre autant de cha- 
leur qu’ello lui en envoie: lour action mutuellc doit done etre regardee 
commc nullc, parcc que lc resultat dc cettc action nc peut apporter 
aucun changcment dans l’etat dcs molecules. Si au contraire la pre¬ 
miere est plus echauffee que la scconde, ellc lui envoie plus de chaleur 
qu’clle n’en rcooit; le resultat de Taction mutuellc est la difference de 
ces deux quantiles de chaleur. Dans Lous les cas nous I'aisons abstrac¬ 
tion dcs quantiles egales do chaleur que deux points malericls qucl- 
couques s’envoient reciproquement; nous conccvons quo le point le 
plus echauffe agit. seul sur l’autro, ct qu’en vertu de cettc action le 
premier perd une certainc quantile de chaleur qui est acquisc par le 
second. Ainsi Taction de deux molecules, ou la quantite de chaleur 
que la plus behaul lee communique a 1’autre, est la difference des deux 
quantiles qu’elles s’envoient reciproquement. 


58. 

Supposons ([ue Ton place dans Tair un corps solidc homogenc dont 
It's diHeron(s points out actuellemcnt dcs temperatures inogales; cha- 
eune (h‘s molecules dont le corps est compose commcnccra a rcccvoir 
di* la chaleur do celles qui en sont exlromcmcnl pen distanles, oulcur 
en communiquera. Cette action s’cxcrtant pendant le meme instant 
on Ire tons les points de la masse, il en resultcra un changcment infi- 
niment pclitpour toutesles temperatures: le solide eprouvera a chaque 
F. 5 



:*V TIIKOIUK M\ IA t II \ I I I l; 

insfanl drs rllris srmhl;ii»IfN, m >nifr *j11»« I» \,ti 
Imv drvirndrnnl dr plus rn phis sm-ddr . < «n n 
syslrmr dr dril\ molrritlrs rmdr-*. of r \ I n m> m- s.l 
rhnrhons qurlfr i^i la qiiunfilr dr « (uirni qn» I < 
voir do la srrondr prndaul la dtirrr d’lni s n t,« u ? , 

Ir liii'iiir rai Muinnurnf a ton*. I * * .min p.oi * «j n 

dii poinf m pour anil* iiumrdiatrfiirnl 11j 1 m d * 4 h 
I,a quaiifilr dr rlialoiir roiiiliiiiii iq a >• pa ». j 
drprnd dr la dlirrr dr rnrdanf* dr L d I m 
rrs poin{s t d( i la (riuprraf iirr ,o'f nr! !r d* » d , 
mbsfanrr stdldr ; r Vsf a din* quo, * , ban d 
varirr, (oils Irs aiifrr • domnnanf I. arm. , ; 
IrausmiM* sanrrai( anm. < ir • \p« i,. , , f 1 
rrard im result,il mmol a! ; d , .>n j h , i , ,j 

rircnnslunrrs riant to , inrno* » la quant.!* d« 1 
lUoIrruIrs rrro|{ do |\iufiv r ( jumpm I on* i?i ’ 
p(U’a{ tin* dr res dr|i\ uiidrr !i lo > , \ s ji I »*f s p 
(riphn quadruple m, font rr- {.ml d\nU. at j, a, r f 
!(*lllp(U’af III r dit point // a otdlo dii p an! n . : I 
([iiadruplr. hmr m* rendiv r.n* mu dr . .« i* md si, m 
Tar (ion dr // Mir /// rst toupon ddi m.. u f jd . - , 

difleivnro min* bm fmiprj aim r d< dm\ p . m 
Irtnprratuiam son! (*'ntIr^; nous, i la ihm|» , !S d 

bun* qur la under tile mah* ///, rV‘,| a dn * 3i | , j. n,. 

rrllr dr // rsj 0 \, lino p*n f OMi dr |,i - li ,jd MI , ; 

n a m. Or, si I e\nm dr I'haleur of.ttf d^rnd , 

rlios<n si (a temperature t|o ti Half * * \ p j 4 , p ,i s : 

roinposee dr drii\ partlim rt.i fv,pm M |ani* , 

la dillrrrnrr lofalr drs fr in pnraf in r< * \; * | ltt , !ilis . 

sun (dirt pnquv romiur m rtir Hai! -m|r ; sl m , j t (j 

nuiunituiqurr par n a /// o*raif dm\ Pr p! , ;| 4 , 

vmm ' iltN t^nprrafunm ot;m sruirfiim! \. I - , 4 i!f 

,l, ‘ s aii‘iV*rt*iiti*s parties dr !a ehaleur (A . V 




CHAPITRE I. - INTRODUCTION. 


35 


eipe de la communication de la clialeur. II en resuite que la somme 
des actions partielles ou la quantite totale de clialeur que m reqoit 
dc n est proportionnelle a la difference des deux temperatures. 

59. 

En designant par v et v' les temperatures des deux molecules egales 
m et n, par p leur distance extremement petite et par dt la duree infi- 
niment petite de l’instant, la quantite de clialeur quo m recoit de n, 
pendant c-et instant, sera exprimee par (v' — v) o{p)dt. On designe 
par o(p) une certaine fonction de la distance p qui, dans les corps 
solides et dans les liquides, devient nulle lorsque p a une grandeur 
sensible. Cette fonction est la meme pour tous les points d’une memo 
substance donnee; elle varie avec la nature de la substance. 

60 . 

La quantite de clialeur quo les corps perdent par leur surface est 
assn jot tic an meme principe. Si Ton designe par a l’etendue ou fin ie 
ou infiniincnt petite dc la surface dout tous les points ont la tempera¬ 
ture v, cl si a represente la temperature de l’air atmospherique, lc 
cocflicient A clant la mesure de la conducibilite exterieure, on aura 
r,k{v — a)dt pour l’expression de la quantite de clialeur que cette sur¬ 
face it transmet a l’air pendant l’instant dt. 

Lorsque les deux molecules, dont l’linc transmet directemcnt a 
I’autre unc ccrtainc quantite de clialeur, appartiennent au meme 
solide, I’expression exact'c dc la clialeur communiquee est celle que 
nous avons donnee dans l’articlc precedent parcc que, les molecules 
ctanl extrdmement voisincs, la difference des temperatures est extre- 
mement petite. II n’en est pas de meme lorsque la clialeur passe d’un 
corps solide dans un milieu aeriforme. Mais les experiences nous ap- 
prennent quo, si la difference est une quantite asscz petite, la clialeur 
transmisc est sensiblement proportionnelle a cette difference et que le 
nombre A peut, dans les premieres reclierelies, etre considere comme 
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dies soient devenues y.', [d, y', ?>', ..., qu’a la fin du deuxieme instant 
dies soient yf, p", y", l", ..., ainsi de suite. On peut facilement con- 
clure des propositions enoncees que, si les temperatures initiates des 
memes points avaient ete ga, gfi, gy, g%, ... (g etant un nombre quel- 
conque), elles seraient devenues, en vertu de Taction des differents 
points, a la fin du premier instant, gy.', gf/, gy, gb\ ..., a la fin du 
second instant gy", g$", gy", g%", ..., ainsi de suite. En effet, compa- 
rons le cas oil les temperaturesinitiales des points a, b, c, d,... etaient 
y., p, y, ... avec celui oil elles sont 2 a, 2 ft, ay, 2 S, ..., le milieu con ser¬ 
vant, daus l’un et l’autre cas, la temperature o. Dans la seconde livpo- 
these,les differences des temperatures des deux points quelconquessont 
doubles de ce qu’elles etaient dans la premiere, et I’cxces de la tem¬ 
perature de cliaque point sur celle de chaque molecule du milieu est 
aussi double; par consequent la quantite de elialeur qu’unc molecule 
quelconque envoiea une autre, ou celle qu’elle en rccoit, est, dans la 
seconde hypothesc, double do ce qu’elle etait dans la premiere. Le 
changcmcnt quo cliaque point subit dans sa temperature clant propor¬ 
tion n el a la quantite de elialeur acquise, il s’ensuit que, dans le second 
cas, ce eliangemenl est double de ce qu’il etait dans le premier. Or on 
a suppose que la temperature initiate du premier point, qui etait a, 
devient a' a la fin du premier instant; done, si cette temperature ini- 
liale cut etc 2 % et si toulcs les autres eussent etc doubles, elle serai t 
devenue 2 a'. II en scraitde memo de loutes les autres molecules b, c, 
d, . . ., ct I’on lirera une consequence semblable si le rapport, an lieu 
d’etre 2 , eslun nombre quelconque g. II resulte done du principe dc la 
communication de la elialeur que, si Ton augmente ou si I’on diininue 
dans une raison donnee toutes les temperatures initiales, on augmente 
ou l’on diminue dans la mcme raison toutes les temperatures succes- 
sives. 

Ce resultat, comme les deux precedents, est confirme par les obser¬ 
vations. II 11 c pourrait point avoir lieu si la quantite dc elialeur qui 
passe d’une molecule a une autre n’etait point, en effet, proportion- 
11 elle a la difference des temperatures. 
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Si l’on suppose que la temperature initiale de toutes les parties de 
ce corps soit b, on voit que la chaleur qui sort du foyer A se propa¬ 
ge ra de plus en plus et elevera la temperature dcs molecules com¬ 
prises entre les deux plans; mais, celle du plan superieur ne pouvant, 
d’apres l’hypothese, etre plus grande que b, la chaleur se dissipera 
dans la masse plus froide dont lc contact retient le plan B a la tempe¬ 
rature constante b. Lc systemc des temperatures tendra de plus en 
plus a un etat final qu’il ne pourra jamais atteindre, mais qui aurail, 
eomme on va le prouver, la proprictc de suhsistcr lui-meme ct de se 
eon server sans aueun changement s’il etait unc fois forme. 

Dans cet etat final et fixe que nous considcrons, la temperature per- 
manente d’un point du solide est evidemment la memo pour tous les 
points d’une memo section parallcle a la base; et nous allons demon- 
ire r que cettc temperature fixe, qui est commune a tous les points 
d’une section intcrmediairc., decroit en progression ari thmetique depuis 
la base jusqu’au plan superieur, e’est-a-dire qu’en representant les 
temperatures constantes a et b par les ordonuees A« et Bfi {Jig. i). 

I'U!- '• 


n ' P 



\ 

\ 


v a 

elevees peiqxuuliculairement sur la distance AB des deux plans, les 
temperatures fixes des couches intermediaires seront represcntecs par 
les ordonuees de la droile a[i qui joint les extremites a etp; ainsi, en 
designanl. par s la hauteur d’une section intcrmediairc on la distance 
perpcndirulaire. au plan A, par c la hauteur tolale ou la distance AB et 
par e la temperature de la section dont la hauteur est 3, on doit avoir 
1’equation 


b — a 
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de la temperature du point n sur cello du point n' a aussi pour expres¬ 
sion — z'). II suit de la quo la quantite cle chaleur envoyee par 

le point m au point m! sera la naeme que la quantite de chaleur envoyee 
par le point n au point ri; car tous lcs elements qui concourent a de¬ 
terminer cette quantite de chaleur transmise sonl les meraes. 

II est manifeste quo l’on peut appliquer le memo raisonnement a 
lous les systemes de deux molecules qui se communiquent de la cha¬ 
leur a travel's la section A' ou la section B'; done, si Ton pouvait re- 
cueillir toute la quantite de chaleur qui s’ecoule, pendant un memo 
instant, a Iravers la section A' oil la section B', on trouverait que cello 
quantite est la memo pour les deux sections. 

II on resulte que la partie du solide comprise entre A'et B' reooit 
tonjonrs autant de chaleur qu’elle en perd; et comme cette conse- 
i| 11 dice s’applique a une portion que.lconque de la masse comprise 
outre deux sections paralleles, il est evident qu’aucune partie du 
solide ne pent acquerir une temperature plus eleven quo celle qu’clle 
a presonlomenl. Ainsi il est rigoureusement demontre quo l’etal (hi 
prisim* sulisistera conlinucllcmcnt tel qu’il elait d’abord. 

Done lcs temperatures permanenlos des difFerenles sections d’un 
solide conipris outre les deux plans parallelos in finis sonl representees 
par les ordomiees de la ligne droite <x[i et saLisfontii requation lineaire 

b--« 

e = - (t -t- - s. 
r 

66 . 

On veil dislinetoiiionl, pared qui precede, on quoi consiste la pro¬ 
pagation de la chaleur dans un solide compris cnlrc deux plans paral¬ 
lels et. inlinis, dent cliaeim est lnainlenu ii une temperature constant!?. 
La clialcur penctre successivement dans la masse a travers la base 
iiilerieure; les temperatures des sections intormediaires s’elevcnt et 
lie peuvont jamais surpasser, ni memo altcindrc enlieremcnl, une cer- 
laine limile dont ellcs s’approchcnt de plus cn plus : cette limite on 
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ct compris entre deux plans paralleles infinis dont la distance perpen- 
dieulaire est e' {fig. 2 ); la base inferieure est entretenue a la tempe¬ 
rature fixe a', et la base superioure a la temperature fixe V ; Fun el 
1’autre solides sont consideres clans cet etat final et permanent qui a la 
propriete de se conserve!* lui-meme ties qu’il est forme. Ainsi, r etant 
dans lc premier solide, et u dans le second, la temperature de la sec¬ 
tion dont 3 est la hauteur, la loi des temperatures est exprim ce, pour 
It* premier corps, par Feq nation 

b - - a 

r ■_:<:/ --S, 

e 

(‘l, pour le second, par Fequation 

. b' - n r 
u = a- f- --- . — 
e 

Celapose, on com parent la quantite de elialeur (jui, pendant 1 ’ unite 
de temps, traverse line et endue cgalo it l’unite de surface prise sur line 
section inlermediaire I, du premier solide it cello qui, pendant le memo 
((‘sups, traverse une egale elondue prise sur la section ]J du second, 

£ riant la hauleut* eornmune de ees deux sections, c’cst-ii-dirc la distance 
de chacimc (Folios ii la base inferieure. On eonsiderera dans le premier 
corps deux points n el //' extremement voisins, dont Fun /i est au- 
<lessons du plan L et Faulre n' au-dessus de eo plan; oc, y, z sont les 
coordonnees de n, et a*', y\ z' l(‘s coordonnees de ///, £ etant snoindre 
<jn(*■ r/ et plus grand (pi(‘ z. On eonsiderera aussi dans le second solide 
Faction instanlance do deux points p et // qui sont places, par rapport 
it la section I/, de menu 1 , quo les points n cl n* par rapport a la section l 
du premier solide. Ainsi les memos coordonnees .r, y, 5 et ,v\ y\ z\ 
rapportees it (rois axes reetangulaires dans lc second corps, fixeront 
aussi la position des points p <‘t //. 

Or la distance du [mint // an [mint n' est egale a la distance du 
[mini, p an [>oin L //, et, com me les deux corps sont formes de la memo 
substance, on en concdul, suivant le prmcipe de la communication de 
la ebaleur, (jue Faction de n sur n , on la quantile de cbaleur don nee 
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soient d’ailleurs les valeurs a, b, e; a', b ', e'; en general, en designant 
par F le premier flux, et par F' le second, on aura 

F _ a — b . a’— V 
F' ~ <T~ : ~‘ 


68 . 

Supposons quo, dans Ic second solide, la temperature permanente a' 
du plan inferieur soit cello dc l’eau bouillantc r; que la temperature // 
du plan supcricur soit ccllc dc la glace fondante o; que la distance e' 
des deux plans soit l’unite de mosure (un metre); designons par K le 
llux constant dc chaleur qui, pendant l’unite de temps (une minute), 
travcrscrait l’unite de surface dans ce dernier solide, s’il etait forme 
d’unc substance donnec, K exprimant un certain nombre d’unites de 
(dialeur, e’est-a-dire un certain nombre dc fois la chaleur neccssaire 
pour convertir en eau un kilogramme de, glace; on aura, en general, 
pour determiner le flux constant F, dans un solide forme do eetle 
menu' subslance, l’equation 


La valour de F est celle de la quantile de chaleur qui, pendant 1’unite 
de temps, passe ii travel's une elendue egale a F unite de surface, prise 
sur umi section paralli'le a la base. 

Ainsi I’etat tliermometrique d’un solide compris entre deux bases 
paralloles intinies, (lout la distance perpcndiculairc cst e et qui sont 
mainlonnes a des temperatures fixes a et b, cst represente par les deux 
equations 


h - - a 

r tt -|- . 

(* 



r 


(Ml 


F =: — K 


ch 

dz 


La premiere dc ccs equations exprime la loi suivant laquclle los 
temperatures deeroissent depuis la base inferienro jnsqu’a la lace 
opposeis la seeonde fail eonnaitre la quantile de chaleur qui traverse, 
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les eirconstances qui constituent l’hypothcse demeurant d’ailleurs les 
mernes. 

11 laut seulemcnt supposer que la cause qui entretient les tempera- 
lui'es a la supcrficie du solide n’affecte pas seulemcnt la partie de la 
masse qui est cxtreniement voisino de la surface, mais que son action 
s’etend jusqu’a une profondcur finie. L’equation 

a — b 
e 

represen Lera encore dans ce cas les temperatures permanentes du 
solide. Le vrai sens de ccttc proposition est que, si l’on donnait a tous 
les points de la masse les temperatures exprimecs par l’equation, et si, 
<le plus, une cause quclconque agissantsur les deux tranches extremes 
relcnait loujours cliacunc de lours molecules a la temperature que 
eel to meme equation leur assigne, les points interieurs du solide con- 
serveraient sans aucmi changement leur elnt inilial. 

Si I’on supposail quo I’aetion d’uii point, de la masse put s’etendre 
jusqu’a une distance linie i, il faudrait cpie l’epaisseur dos tranches 
extremes, donl I’clat est niaiutenu par la cause exterieure, flit au 
inoins egale a z. JMais la quantile z n’ayanl en effet, dans 1’etat nature! 
<!es solides, (pi’iine valeur inappreciable, on doit fa ire abstraction de 
celle epaisseur, et il sullit. que la cause exterieure agissc sur cliaeune 
des (h'ux couches oxtrdinemenl. petiles qui (erminenl Ie solide. Cost 
ton jours e(‘ que l’on doit entendre par celte expression : entretenir la 
temporal lire eonsl.anl.e de la surface. 

71. 

Nous nIIoils encore examiner le cas oil le memo solide scrait expose, 
par I’une de ses laces, a 1’air almosphcriquc entretenu a une tempera¬ 
ture eonslanle. 

Supposons done que ee plan inferieur conserve, cn vertu d’une cause 
exlerieiiro qiioleonqiie, la temperature fixe a, et que le plan supe- 
rieur, an lieu d’etre retemi, eomme preccdemment, a une temperature 
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SECTION V. 


LOI DES TKMPfiUATURES PERHANENTES DANS UN PRISME D’UNE PETITE fcPAISSECR. 


73 . 

On appliqucra facileraent les principes qui vienncnt d’etre exposes a 
la question suivante, qui est tres simple en elle-meme, mais ciont il 
irnportait de fonder la solution sur unc fheorie exactc. 

One barre melallique, dont la forme est celle d’un parallelepipede 
rectangle d’une longueur infinie, est exposee a Taction d’un foyer do 
ehaleur qui donne a lous les points de son extremite A une tempera¬ 
ture cons tan te. II s’agit de determiner les temperatures fixes des difle- 
rentes sections de la barre. 

On suppose quo la section perpend iculai re a l’axe est un carre dont 
le cote 4 il est. asscz petit pour que Ton puisse, sans erreur sensible, 
regardcr comine egalcs les temperatures des diffe rents points d’une 
ini'im: section. L’air clans lequel la barre est placee est eutretenu a une 
temperature, constanlc o, et emporte par un courant d’une vitesse 
uniforine. 

La ehaleur passera succcssivoment dans Tinterieur du solide; toutes 
ses parlies siluees a la droitc du foyer, el qui n’elaient point exposees 
immedialement a son action, s’eehauUeront de plus en plus; mais la 
temperature de cliaque point ne pourra pas augmenler au clela d’un 
certain lerme. Ce maximum de temperature n’est pas le memo pour 
cliaque section; il est cn general d’autant moindre que ectte section 
est plus eloignee del’originc; on design era par v la temperature fixe 
d’une section perpcndiculairc ii I’axc et placee ala distance ac-de To- 
rigine A. 

Avant que cliaque point du solidc ail attaint son plus haul degre de 
ehaleur, le sysleme des temperatures vavie continuellement et s’ap- 
pi'oche de [dus en plus d’un elatfixe, qui est celui que Ton eonsidere. 
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74 . 


On obtiendrait le meme resultat en considerant Pequilibre de la 
chaleur dans la scule tranche infiniment petite comprise entre les deux 
sections dont les distances sont x et x -+- dx. En effet, la quantite de 
chaleur qui, pendant l’unite de temps, traverse la premiere section 

placec a la distance x, est — l\l- Pour trouver cede qui s’ecoule 

pendant lc memo temps, a travel’s la section suivante placec a la 
distance x -+- dx, il faut, dans Pexpression precedente, changer x en 

x + dx, ce qui donne — (\.l-K ^ • Si Pon retranche cette 

sccondc expression de la premiere, on connaitra combien la trancin’ 
que terminent les deux sections acquiert de chaleur pendant P unite 
de temps; ct, puisque 1’etat de cette tranche est permanent, il faudra 
que toute cette chaleur acquise soit egale a cello qui sc dissipe dans 
Pair a (ravers la surface exterieure 8 1dx de cette memo tranche; or 
cette derniero quantite de chaleur est 8 hlv dv ; on obtiendra done la 
menui (filiation 


8///erf.r= &r-Kd 


Oil 


d’-v 
dx 2 


2 fl 

KZ* 


De quelque manierc que Pon forme cette equation, il est nceessaire 
de remarquer quo la quantite de chaleur qui traverse la face de la 
tranche dont la distance est x a unc valour finic, ct que son expression 

exaete est — l\l- K Cette tranche etant comprise entre deux surfaces 

dont la premiere a la temperature c ct la seconde une temperature 
moindre e', on apercoit d’abord que la quantite de chaleur qu’clle 
recoil, par la premiere surface depend de la difference e — e' et lui est 
proportionnelle; mais cette remarque no suffil pas pour etablir le calcul. 
I.a quantite dont il s’agit n’est point une differentielle : elle a une 
valour finic, puisqu’elle equivaut a toute la chaleur qui sort par la 
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an Ire extremile; il no faufc que donner au rayon do la base une lon¬ 
gueur suffisantc; cola est, pour ainsi dire, evident, et d’ailleurs on en 
Lrouvera la preuve dans la solution dc la question etudiee plu-s loin 
(art. 78). 

76. 

I/intograle de /equation p re cede n to est 


A el B elan l. deux eonstantes arbitral res; or, si Ton suppose la distance 
,r iniinir, la valour do la temperature r doit etre infiniment petite; (lorn 4 

. rX /5 

le termc Be K/ ne sub sis to point dans Pin legralc; ainsi /equation 


rcpresente Petal permanent du solide; la temperature a Porigine e^t 
designee par la eonstante A, puisqifelle est la valour de e lorsque ,r 
esl nulle. 

Olio menu', loi suivant laquclle les temperatures deeroissent est 
donnee aussi par /experience; plusicurs physiciens ont observe les 
temperatures fixes des diderents points (Pane barre metallique exposee 
par* son oxtremite a Paclion eonstante d’un foyer de ehabair, et ilsont 
nroiiini que les distanecs a Porigine ivpresentent les logaritlimes, et 
les temperatures les liombres correspondants. 


77. 


La va 1 (Mir numerique dn (piolient constant de deux temperatures 
eonseeuhves elant determinec par /observation, on cn deduit fitcilo- 

iiunit (‘<dle; du rapport ^ : can*, mi designant parr,, e 2 les temperatures 

([iii repondent, aux distances a*,, .r,, on aura 
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Quant aux valours separees de h et de K, on nc pout les determiner 
par des experiences de ce genre: il faut observer aussi Ic mouvement 
varie de la cbaleur. 

78. 

Supposons que deuxbarres de meme matiere et de dimensions ine- 
gales soient assujetties vers leur extremite a une memo temperature A; 
soient /, le cote de la section dans la premiere barre et L lc cote de la 
section dans la seconde; on aura, pour exprimer les temperatures de 
ces deux solides, les equations 

_ x JTK 

i'i =Ae (’i = Af 

en clesignant, dans le premier solide, pare, la temperature de la sec¬ 
tion placee a la distance x { , et, dans le second solide, par r, la tempe¬ 
rature de la section placee a la distance x. 2 . 

Lorsque ces deux barres seront parvenues a un etat fixe, la tempe¬ 
rature d’unc section de la premiere, placee a une certaine distance du 
fover, tie sera pas egale a la temperature d’une section de la seconde, 
placee a la meme distance du foyer; pour quo les temperatures fixes 
fussent egales, il faudrait que les distances fussent diflerentes. Si 1’on 
veut comparer entre elles les distances a?, et cc 2 , comprises depuis 
1’origine jusqu’aux points qui parviennent dans les deux barres a la 
meme temperature, on egalera les seconds membres des equations et 
1’on en conclura 

= 

x\ l t 

Ainsi les distances dont il s’agit sont entre elles comme les racincs 
earrees des epaisseurs. 

79. 

Si deux barres metalliques de dimensions egales, niais formces de 
substances diflerentes, sont couvertes d’un meme enduit qui puisse 
leur donner une meme conducibilite exterieure, et si elles sont as- 
sujetties.dans leur extremite a une meme temperature, la clialeur se 
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(.ermine, de la facilite avec laquellc la clialeur penetre sa surface inte- 
ricure on celle qui lui est opposee, enfm de la conducibilite specifique 
de la masse solide qui forme l’enceinte; car, si 1’un quelconque de 
ces elements venait a etre change, lcs autres demeurant les memes, le 
degre de rechauffemcnt varierait aussi. 11 s’agit de determiner com¬ 
ment toutes ces quantites cntrent dans la valeur de m — n. 

82. 

L’enceinle solide est tcminec par deux surfaces egales, dont cliacune 
est maintenue a unc temperature fixe; cliaque element prismatique du 
solide compris entre deux portions opposees de ces surfaces et les nor- 
males elevces sur le contour des bases est done dans lememe etat quo 
s’il appartenaita un solide infini compris entre deux plans paralleles, 
e.ntreten us a des temperatures inegales. Tous les elements prisma- 
liques qui composent I’cnecinlc so Loucbent suivant toute leur lon¬ 
gueur. Les points de la masse qui sent a egale distance de la surface 
intcrieure out des temperatures egales, a quelque prismc qu’ils appar- 
lieiment; par consequent, il ne pent y avoir aueuu transport dccha- 
lour dans le sens pcrpendiculaire ala longueur desprismes. Ce cas est 
done b' memo que celui quo nous avons deja traite, et Ton doit y appli- 
(juer les equations lineaires qui ont cle rapportccs plus liaut. 


815. 

Ainsi, dans I’etat permanent que nous considerons, 1c flux de clia- 
leur qui sort de la surface pendant une unite dctemps est egal a celui 
qui passe, pendant le meme temps, de l’air environnant dans la sur¬ 
face interieure de l’enceinte; il est egal aussi il celui qui traverse, pen¬ 
dant l’uiiile dr temps, line section intennediaire faitc dans l’enceinte 
solide 1 par uno surface egale et parallele ii cedes qui terminent cetle 
enceinte; eniiu eo meme llux est encore egal ii celui qui passe de 
I'enceinte solide ii travel's sa surface extericure ct sc dissipo dans 1’air. 
Si ces qualre quantiles de clialeur eeoulees n’etaiont point egales, il 
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en designant par P la quantite connue 


_g_\. 

s U K H / ’ 


on en conclut 


(a- 






8 ± 

K 


i •+- 


K 


85. 

Cc resultat fail connaitre comment le degre de l’echauffement m — n 
depend des quantites donnees qui constituent 1’hypothese. 

Nous indiquerons les principalcs consequences que l’on en peut de- 
duirc : 

i° Lc degre dc I’echauffement m — n est en raison directe de l’exces 
de la temperature du foyer sur cello de Pair extcricur. 

2 ° La valour de m — n no depend point de la forme de l’cnccinte ni 
de sa capacite, mais seulemenl de Tepaisscur e. de 1’enceinte ct du 
rapport ^ de la surface dont la chalcur sort a la surface qui la reqoit. 

Si l’on double la surface c? du foyer, le degre de rechauffement ne 
devicnt pas double; mais il augmcnte suivant unc certainc loi que l’e- 
(|uation exprime. 

3° Tons les coeflicienls speeifiques qui regiont Taction de la cbaleur, 
savoir : g, K, 11 el h, composent, avee la dimension e, dans la valour 

de m — //, mi element unique ^ -t- — : -t- dont on peut determiner 
la valour par les observations. 

Si Ton dmiblait Tepaisscur c dc Tenccinte, on aurait le meme re¬ 
sultat que si Ton employail, pour la former, une substance dont la 
eondueibilite propre serail. deux Ibis moindre. Ainsi l’emploi des sub¬ 
stances qui conduisent difticilcment la cbaleur pcrmct dc donncr pen 
d’epaisseur a Tenccinte; l’effet que Ton obticnt ne depend que du rap- 
porl £• 

4° Si la eondueibilite K est nulle, on trouvc m = o., c’est-a-dire que 
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1’air interieur prend la temperature du foyer : il cn est de memo si H 
est nulle ou si h est nulle. Ces consequences sont d’aillciirs evidentcs, 
puisque lachaleur ne pent alors se dissiper dans Fair exterieur. 

5 ° Les valeurs des quantiles £, Id, h, K et a, quc l’on suppose con¬ 
iines, peuvent etre mesurees par des experiences directes, conmie on 
le verra par la suite; mais, dans la question actucllc, il suftirait d’ob- 
server la valeur dew — n qui correspond a des valeurs dounees do a 
et de a, et l’on s’en servirait pour determiner le coefficient total 

| 4- $1 + 1, au moyen de l’equation 

, . cr 

{oc—^)--p 

m — fi —-? 

(7 

clans laquelle p designe le coefficient clierche. On metfra dans eel to 
equation, au lieu de a - et de a —n, les valeurs (le cos quantiles, quo 
Ton suppose donnees, et celle de m — n, que l’obsorvation aura fail 
connaitre. On en deduira la valeur de p, et 1 ’on pourra onsuite appli- 
quer la formule a une infinite d’autres cas. 

6° Le coefficientH entre dans la valeur de rn — n do la memo ina- 
niere que le coefficient A; par consequent l’elat dc la su purlieu', ou 
celui de l’enveloppe qui la couvrc, procure le memo diel, soil, qu’il so 
rapporte a la surface interieure ou a la surface exterieure. 

On aurait regarde comme inutile de faire remarquer ces diverses 
consequences, sil’on ne traitait point ici des questions Loutos nonvelles 
dont les resultats peuvent etre d’une utilite immediate. 

86 . 

On sait que les corps animes conserved uue temperature sensiblc- 
ment fixe, que Ton peutregarder comme independante do la tempdra- 
ture du milieu dans lequel ils vivent. Ces corps sont, en quelque 
sovte, des foyers d’une chaleur constante, de meme quc les substances 
enflaramees dont la combustion est devenuc uniforme. On pent done, a 
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I’aide des remarques precedentes, prevoir et regler avec plus d’exacti- 
tude l’elevation des temperatures dans les lieux oil 1 ’on reunitun grand 
nombre d’hommes. Si l’on y observe la hauteur du tliermometre dans 
des circonstances donnees, on determines d’avance quelle serait cette 
hauteur, si lc nombre d’hommes rassemhles dans le meme espace de- 
venait beaucoup plus grand. 

A Iaverite, il y a plusieurs circonstances accessoires qui moditient 
les resultats, telles que 1 ’inegale epaisseur des parties des enceintes, 
la diversite de leur exposition, l’effet que produisent les issues, l’ine- 
galc distribution de la chaleur de Fair. On ne peut done faire une 
application rigoureuse des regies donnees par le calcul; toutefois ccs 
regies sont precieuses en elles-memes parce qu’elles contiennent les 
vrais principes de la matiere : ellcs previennent des raisonnemenls 
vagues et des tentatives inutiles ou confuses. 


87. 


Si le meme espace etait echauffe par deux ou plusieurs foyers de 
dilferenl.e espece, ou si la premiere enceinte etait elle-meme contenue 
dans unc seconde enceinte separeo de la premiere par unc masse d’air, 
on detorminerait facilement aussi lc degre de Fechauffement et les 
temperatures des surfaces. 

En supposant qu’il y ait, outre lc premier foyer a, une seconde sur¬ 
face ecliaulTee tj dont la temperature constantc soit f> et la conducibi- 
lite cxtcricure on trouvera, en conservant toutes les autres denomi¬ 
nations, l’equation suivante : 


P? 


(a ■ 




:M(3- 


i 

li' 


IK 

s 


Kl 

s 


r 

u 


Si l’on nc suppose qu’un seul foyer a ct si la premiere enceinte est 
elle-meme contenue (Inns une seconde, on represented par 5', ti, K 7 , 
IV les elements de la seconde enceinte qui correspondent a ceux de hi 
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perature b. On voit que Pair contenu entre la couche et le corps 
s’echauffera et prendra une temperature a! plus grande que a. La 
couche elle-meme parviendra a un etat permanent et transmettra a 
I’air cxterieur dont la temperature fixe est a toute la chaleur quo le 
corps pcrd. II s’ensuit que la quantite de chaleur sortie du solide sera 
hS(b — a'), au lieu d’etre hS(b — a)\ car on suppose que la nouvelle 
superficie du solide etcelles qui terminent la couche ont aussi la meme 
conducibilite exterieure h. II est evident que la depense de la source 
de chaleur sera moindre qu’clle n’etait d’abord. II s’agit de connaitre. 
lo rapport exact de ces quantites. 


89 . 

Soicnt e l’epaisseur de la couche, m la temperature fixe de sa surface 
intcrieure, n celle de la surface exterieure etK la conducibilite propre. 
On aura, pour 1 ’expression de la quantite de chaleur qui sort du solide 
par sa superficie, hS(b — a 1 ). 

Pour cello de la quantite qui penetre la surface interieure de la 
couchc, AS(a' — m). 

Pour cello de la quantite qui traverse une section quelconque de 

cette meme couchc, KS —- • 

e 

Eufin, pour colic de la quantite qui passe de la surface exterieure 
dans Pair, hS(n — a). 

Toules ces quantites doivent etre egales; on a done les equations 
suivantes: 

K 

h(n — a) — ~ (;?2 — n), 

h(n — a ) —/i(a f — pi), 
h(n — cc) ~ — af). 

Si l’on ecrit de plus l’equation identique 


F. 


h(n — a) — h (n — a). 


9 




La premiere quantite est plus grande que la seconde, clans le rap|)orl 

de 3 + ~ a i. 
k 

II faut done, pour entretenir a la temperature b le solide donl. la 
superficie communique immediatement a Fair, plus do trois I'ois autant. 
de chaleur qu’il n’en fauclrait pour le maintenir a la memo tempera¬ 
ture b lorsque Fextreme surface n’est pas adherente, mais distante du 
solide d’un intervalle quelconque rempli d’air. 

Si l’on suppose que l’epai-sseur e est infiniment petite, le rapport des 
quantites de clialeur perdues sera 3 , ce qui auraif encore liqu si la 
conducibilite K etait infiniment grande. 

On se rend facilement raison de ce resultat; car, la chaleur no pou- 
vant s’echapper dans Fair exterieur sans penetrer plusieurs surfaces, 
la quantite qui s’en ecoule doit etre d’autant moindre quo le nombre 
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ties surfaces interposees est plus grand; mais on n’auraitpu porter, a 
cot egard, aueun jugement exact si 1’on n’eut point soumis la question 
au calcul. 

90 . 

On n’a point considero, dans 1 ’article precedent, I’efFet de Tirradia- 
tion a travers la couclie d’air qui separe les deux surfaces; cependant 
eelte circonstancc modific la question, puisqu’il y a unc partie de la 
chalcur qui penetre immediatement au delii do l’air interpose. Nous 
supposerons done, pour rendre l’objct du calcul plus distinct, que 
I’intervalle des surfaces est vide d’air et que le corps echaufle cst cou- 
vert d’un nombre quclconque de couches parallelcs et cloignees les 
lines des autres. 

Si la chalcur qui sort du solide par sa superficic plane, entretenue a 
la temperature l>, so repandait librement dans le vide et eta it rccuc par 
line surface parallelc entretenue a une temperature moindre a, la quan¬ 
tile qui sc dissiperail pendant l’unite de temps a travers I’linite de 
superficic serail proportionnelle a la difference b —a des deux tempe¬ 
ra lures conslantes; cctte quantite serait representee par H(/> — a), 
H etant une valeur de la conducibilite relative qui n’ost pas la menu* 
que h. 

Le foyer qui maintient le solide dans son premier etat doit done 
fournir, dans ohaque unite de temps, une quantite de chalcur egale ii 
II S(£ — a). 11 fanl maintenant determiner la nouvelle valeur de cctte 
dispense dans le eas oil la superficic de ee corps serait recouverle de 
plusieurs couches succcssivos et separces par des intcrvalles vidos 
d’air, on supposant toujours que lc solide est soumis a Taction d’une 
cause exlerieiu'c quclconque qui relient sa superficie a la tempera¬ 
ture b. 

Concevons quo lc systeme de toutes les temperatures est dcvciui 
fixe : soit in la temperature de la surface intericure de la premiere 
couclie qui cst, par consequent, opposec ii celle du solide; soient n la 
temperature de la surface exterieure de cette memo couclie, e son 
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epaisseui* et K sa conducibilite specifique; designons aussi pa v in', n', 
in, n", ni", if, m tv , n l \ ... Ies temperatures dcs surfaces interieure 
et exterieure ties diflerentes couches et par K, e la conducibilite el 
I’epaisseur de ces memes couches; enfin, supposons que toutes ces 
surfaces soient dans un etat semblable a la superficie du solide, cm 
snrte que la valeur du coefficient H leur soit commune. 

La quantite de chaleur qui penetre la surface interieure d’une eouclie 
correspondante a l’indice quelconque i est HS -■«/), cello qui Ira- 
verse cette couclie est — (m £ — n £ ), et la quantite qui cn sort par la 
surface exterieure est HS(n / — m £+l ). Ces trois quanlites et toutes 
relies qui se rapportent aux autres couches sont cgales; on pourra 
done former Ies equations en comparant toutes les quantiles donl il 
s’agit a la premiere d’entre elles, qui est HS(£> — m,); on aura ainsi, 
en designantpar/le nombre des couches, 

b — m K ~b —;n l5 

Re., 

»h~~ *h = -g- (& — nil), 

— 7^2= b — m l9 

Re ,1 

nu-tu_ = — 


Re.. 

m j n j = -j- {b -/»,), 

fij — a ■=. b — m l . 

En ajoutant ces equations, on trouvera 

b-a—{b- mi )j ^ 1 +-^. 

Ladepense de la source de chaleur necessaire pour entretenir la super¬ 
ficie du corps A a la temperature b est 

HS (b—a) 

lorsque cette superficie envoie ses rayons a une surface fixe entretenue 
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a la temperature b. Cette depense est 

HS(6 — m,) ou HS —12- 

lorsque l’on place entre la superficie du corps A et la surface tixe 
entretenue a la temperature b un nombre j de couches isolees; ainsi 
la quantitc do chalcur que lc foyer doitfournir ost heaucoup moindre 
dans la seconde hypothese que dans la premiere, ct le rapport de ces 

deux quantites est——--qj-r ■ Si l’on suppose que l’epaisseur e des 

y '( ,+ K ? ) 

couches soil infiniment petite, Ie rapport est La depense du foyer 

est done en raison inverse du nombre des couches qui couvrent la 
superficic. 

91. 


L’exaincn dc ces resultats et de ceux quo Ton obtient lorsque les 
intervallcs des enceintes succcssives sont occupes par 1’air atmosphe- 
rique explique distinctenient pourquoi la separation des surfaces et 
l’interposition de Fair concourenl heaucoup a con ten ir la chaleur. 

Lc calcul fournit encore des consequences analogues lorsqu’on sup¬ 
pose que le foyer est exterieur et que la chaleur qui cn dmane traverse 
successivcment les diverses cnveloppes diaphanes et penetre fair 
qu’elles renfennent. C’cst ce qui avait lieu dans les experiences ou 
l’on a expose aux rayons (lu solcil des thermometres recouverts par 
plusieurs caisses de verre, entre lesquelles sc trouvaient differentes 
couches d’air. 

C’cst par unc raison scmblable que la temperature des hautes regions 
de l’atmospherc est heaucoup moindre qu’a la surface du globe. 

En general, Ics theoremes concernant l’cchaulTement de l’air dans 
les espaces elos s’etendent a des questions tres variees. II sera utile 
d’y reeourir lorsqu’on voudra prevoir ct regler la temperature avec 
quelque precision, comme dans les serres, les etuves, les bergeries, 
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les ateliers ou dans plusieurs etablissements civils, tels que les liopi- 
faux, les casernes, les lieux d’assemblec. 

On pourrait avoir egard, dans ces diverses applications, aux eir- 
con stances accessoii'es qui modifient les consequences du calcul, conn no 
Pinegale epaisseur des differentes parties de Penccinte, l’introduction 
de Pair, etc.; mais ces details nous ecarteraient dc noire ohjel princi¬ 
pal qui est la demonstration exacte des principes generaux. 

An reste, nous n’avons considere, dans ce qui vient d’etre dil, quo 
l’etat permanent des temperatures dans les espaccs clos. On exprime 
aussi par le calcul l’etat variable qui Ic precede, on eclui qui com¬ 
mence a avoir lieu lorsqu’on retranc.be le foyer, ct l’on pout eonnaitro 
par la comment les proprietesspecifiques des corps quo l’on emploie ou 
leurs dimensions influent sur les progres et sur la durde do Peehauffr- 
ment; mais cette recherche exige une analyse different!', don I on ex- 
posera les principes dans les Cliapitres suivants. 


SECTION VII. 

DC JIOL'VE.HENT LXIFORHE DE LA CIULEDR SUIVANT LES TROIS DIMENSIONS. 


92. 

Nous n’avons considere jusqu’ici que le mouveinent uni forme <lo la 
chaleur suivant une seule dimension. II est facile d’appliquer les 
memes principes au cas ou la chaleur se propage uhilbnnemenl, dans 
trois directions ortliogonales. 

Supposons que les differents points d’un solide compris outre six 
plans lectangulaires aient actuellement des temperatures illegal os et 
representees par Pequation lineairo 

v =z ax by cz, 

x,y, s etant les coordonnees rectangulaires d’unc molecule donl la 
temperature est v. Supposons encore que des causes exterieures qud- 
conques, agissant sur les six faces du prisme, conserved a chacune 
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des molecules qui sont situees a la superficie sa temperature actuelle, 
exprimec par l’equation generale 

O) c = A + ax -+- by-+- cz; 

nous allons dcmontrer que ces menies causes qui, par hypothese, 
reticnnont Ics dernicres Lranchcs du solide dans lour etat initial, suf- 
tisent pour conserver aussi la temperature actuelle do chacune des 
molecules interieures, cn sortc que cette temperature ne cessera point 
d’etre rcpresentee par l’equation lineairc. 

L’examen dc cette question cst un element do la theories generale; 
il sorvira a fa ire connailre les lois du niouvement varie do la chalcur 
dans I’interieur d’un solide d’une forme quelconque; car chacune des 
molecules prismatiques dout lc corps cst compose cst, pendant un 
temps infiniment petit, dans un etat semhlahle ii celui qu’exprime 
Pequation lineairc (a). On pent done, on suivant les principes ordi- 
naires de l’Analysc dilfercnticlle, deduirc faeilemenl dc la notion du 
niouvement uniforme les equations generates du niouvement varie. 


93. 

Pour prouver que, les exlrcmites du solide eonservant lours tempe¬ 
ratures, il ne pourra survenir aucun changemcnt dans l’intericur de la 
masse, il sufiit do comparer entre oiles les quantiles de chalcur qui, 
pendant la dureo d’un memo instant, tea verson t deux plans para! Idles. 
SoitMa distance pcrpendiculaire de ces deux plans que Ton suppose 
d’ahord parallels au plan horizontal des my. Soient m et m' deux mo¬ 
lecules infiniment voisincs, dout 1’une est au-dessous du premier plan 
horizontal el l’autre au-dessus; soient -v, y, z les coordonnees de la 
premiere et x', y’, z' les coordonnees dc la secondc. On dcsignera 
parcillement deux molecules M et M 7 infiniment voisincs, separees par 
le second plan horizontal et situees, par rapport a ce second plan, de 
la memo maniere que m et m! le soat par rapport au premier, o’csl- 
a-dire quo les coordonnees do M sont x, y, s-t- b, et cellcs de M' sont 
x', y', s'-h b. 11 est manifeste que la distance vvri des deux molecules 
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m et ni est egale a la distance MM' des deux molecules M et M'; do 
plus, soient r k temperature de m et r' celle de m!, soient auss. V c t V' 
Ics temperatures de M et 31'; il est facile de voir que Ies deux dide¬ 
fences r_ v et V — V' sont egales; en effet, en substituant d aboul 

les eoordonnees de m et m ' dans l’equation generate 


v ~ A ci sc -h by -f- c z , 


on trouve 


c — i>'= a {x — x') +-b(y — y') + d 3_ z ')> 


et, en substituant ensuite les eoordonnees de M etM', on trouve aussi 
V — \'=a{x — a!) +-b{y — /') + c(z— ='). 


Or la quantite de chaleur que m envoie a m' depend de la distance mm' 


qui separe ces molecules, et elle est proportionnclle a la difference 
c —r'de leurs temperatures. Cette quantite de chaleur envoyee pent 
etre representee par q(v — v) dt; la valeur du coefficient <7 depend 
d’une maniere quelconque dela distance mm' e t de la nature de la sub¬ 
stance dont le solide est forme; dt est la duree de l’inslanl. La quan¬ 


tite de chaleur envoyee de M a M', ou 1’action de M sur M', a aussi pour 
expression q(X — Y)dt, etle coefficient <7 est le memo quo dans la va¬ 
leur q{v — v')dt, puisque la distance MM'est egale a mm' et. quo les 
deux actions s’operent dans le rnerne solide; de plus, V — T est egal 
a v — v 1 ; done les deux actions sont egales. 

Si l’on clioisit deux autres points n ct n' extremement voisins I’un 
de l’autre, qui s’envoient de la chaleur a travel's lc premier plan 
horizontal, on prouvera de merne que leur action est egale ii cellos de 
deux points homologues N et N' qui se eommuniquent la chaleur a lra¬ 
vers le second plan horizontal. On en conclura done que la quantile 
totale de chaleur qui traverse le premier plan est egale a celle qui tra¬ 
verse le second pendant le meme instant. On tirera la memo conse¬ 
quence de la comparison de deux plans paralleles au plan des .vs, ou 
de deux autres plans paralleles au plan des ys. Done, une partie quel¬ 
conque du solide, comprise entre six plans rectangulaires, reqoil par 
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cliacune des faces autant de chaleur qu’elle en perd par la face oppo- 
see; done il n’y a aacune portion du solide qui puisse changer de tem¬ 
perature. 

94. 

On voit par la qu’il s’ecoule, a travers un des plans dontil s’agit, 
line quantite de chaleur qui est la meme a tous les instants, et qui est 
aussi la meme pour toutes les autres tranches paralleles. 

Pour determiner la valeur de ce flux constant, nous la comparerons ala 
quantite de chaleur qui s’ecoule uniformement dans un cas plus simple 
que nous avons deja traite. Ce cas est celui d’un solide compris entre 
deux plans infinis et entrelenus dans un etat constant. Nous avons vu 
que les temperatures des differents points de la masse sont alors repre¬ 
sentees par I’cquation r = A -+- cz\ nous allons demontrer que le flux 
uniforme de chaleur qui se propage en sens vertical dans le solide in- 
tini est egal a celui qui s’ecoulc dans le meme sens a travers le prisme 
compris entre six plans rectangulaires. Cette egalite a lieu necessaire- 
ment si le coefficient c de l’equation r — A -+- cz, appartenant au pre¬ 
mier solide, est le meme que lc coefficient c dans l’equation plus gene- 
rale e = A -+- ax -+- by -i- cz qui represente l’etat du prisme. En effel, 
designons par H dans ce prisme un plan pcrpendiculairc aux s, et par 
m et p. deux molecules extremement voisincs 1’une de l’autre, dont la 
premiere m est au-dessous du plan If, et la seconde est au-dessus de ce 
plan; soient e la temperature de rn, dont les coordonnees sont x, y, 
z, et w la temperature de p., dont les coordonnees sont x -+■ x, y -t- (3, 
i-hy. Choisissons unc troisiemc molecule p/, dont les coordonnees 
soient x — %, y— (3, s -+- y, et dont la temperature soit designee par ir'. 
On voit que p. et p.' sont sur un meme plan horizontal, et que la verti- 
cale elevec sur lc milieu de la droite p .\>! qui joint ces deux points 
passe par le point m, en sorte que les distances mp. et mp.' sont egales. 
faction de m sur p., ou la quantite de chaleur que la premiere de ces 
molecules envoie a l’autrc a travers le plan H, depend de la difference 
e — w de leurs temperatures. L’action de m sur p/ depend de la meme 
F. 
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95. 

Dans le second de ces corps, qui est termine par deux plans infinis el 
pour lequel l’equation des temperatures est <> = A -hcz, nous savons que 
la quantite de chaleur ecoulee pendant l’unite de temps, atravers une 
surface egale a l’unite et prise sur une section horizontale quelconque, 
est -cK, c etant le coefficient de z, et K la conducibilite specifique ; 
done la quantite de chaleur qu i, dans le prisme compris entre six plans 
rectangulaires, traverse pendant l’unite de temps une surface egale a 
l’unite et prise sur une section horizontale quelconque est aussi — <?K, 
lorsque l’equation lineaire qui represente les temperatures du prisme 
est 

<> = A -\-ax -t— by -+- c z. 

On prouve de memo que la quantite de chaleur qui, pendant l’unite 
de temps, s’ecoule uniformement a travel's une unite de surface, prise 
sur une section quelconque perpendiculaire aux sc, est expriinee par 
— «K, ct que la chaleur totale qui traverse, pendant l’unite de temps, 
[’unite de surface prise sur une section perpendiculaire aux y est ex- 
primee par — b K. 

Les tlieoriuiies que nous avons demontres dans cet article et dans 
les deux precedents no supposent point que Taction directe de la cha¬ 
leur soil bornee dans l’interieur de la masse a une distance extreme- 
inent petite : ils auraient encore lieu si les rayons de chaleur envoyes 
par cheque molecule pouvaient penetrer immediatement jusqu’a une 
distance assez considerable; mais il serait neccssaire dans ce cas, ainsi 
que nous l’avons remarque dans l’article 70, de supposer que la cause 
qui entrelient les temperatures des faces du solide affecte unepartie 
de la masse jusqu’a une profondeur finie. 
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SUCTION VIII. 


MKSl UK IK VUK YiniKN r I>K I.A C1I Vl.KKH KN I N POINT DONNft u'l'NK UASKK SOUUK. 


%. 

II nous reste (MiroiT a la ire eonnailre uu des prineipaux elements de 
la Theorie de la ehaleur : il consists a defmir el a mestirer exaetemeul 
la quantity de ehaleur qui shVoute an rhaqiu fc point (Turn 1 masse solide 
it leavers un plan dont la dirertion ast donnee. 

Si la ehaleur as( inegaleiurnt distribttee antra las moleeules d’un 
meme eorps, las lemperal hits da ehaque point varieront a ahaqna in¬ 
stant. Kn designanl par / la tamps eroiile at par a la tainparalnra qua 
raaoit apres le lamps / una moleeuie infmiment patita /// dont les enor- 
dnimees son! t\ r, Fetal variable du solide sera axprima par una 
aquation semblable a la suivante : 

a F i./, , c, / 1 , 

Supposotis qua la lunation F suit donnaa at qmx par eonsequmt, on 
puisse determiner, pour ahaqna instant, la temperature d’mt point 
qualamupia; aouaa\ons qua par la poinl /// un mime un plan horizontal 
parallida it aalui das .rv at qua, stir aa plan, on traua uu aarala inlini- 
meat patif t.> lion! la renter ast an m \ it s’agit da eoimaitrr qualla ast la 
quantile da ahalaur qui, pandanf Finslant tit , passrra, a leavers la 
aarala <»*, da la part ia du solide qui **>f infurirnre an plan dans la part ir 
Mlpariuura. Tons las points q tit son! a\lrainamaitl v oisius du point//i, 
at qin snnt au-drs,soils du 'phut, exrrrrnt laur aatiun pendant Finstaut 
intinimant petit dt stir tons reux qui sunt au-drsstis du plan **t extra* 
maiuant voisins du point m f rVst-it-dire qua aliaaun da ns points 
plaaas <Fun uiaina able du plan env erra dr la ahalaur it ahaaiin *la aaiix 
qui sunt plaaas dt* Fantre able. On aoitsidarera aonnna positive Faatimi 
qui a pour aflat da transporter una earfaiue quautite da ahalaur an- 
dessus du plan, at routine negative retla qui fait passer da la i fialetir 
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au-dessous du plan. La somme de toutes les actions partielles qui 
s exercent a travers le cercle o>, c’est-a-dire la somme de toutes les 
quantites de chaleur qui, traversant un point quelconque de ce cercle, 
passent de la partie du solide qui est inferieure au plan dans la partie 
superieure, compose le flux dont il faut trouver l’expression. 

II est facile de concevoir que ce flux ne doit pas etre le meme dans 
toute l’ctendue du solide et que, si, en un autre point to', on travail 
un cercle horizontal <o' egal au precedent, les deux quantites de cha¬ 
leur qui s’elevent au-dessus de ces plans o> et «>', pendant le meme in¬ 
stant, pourraient n’etre point egales; ces quantites sont comparables 
entre elles ct leurs rapports sont des nombres que Ton peut facilement 
determiner. 

97. 

Nous connaissons deja la valeur du flux constant pour le cas du 
mouvement lineaire ct uniformc; ainsi, dans un solide compris entre 
deux plans horizontaux infinis dont l’un est entretenu a la tempera¬ 
ture a ct 1’autre a la temperature b, le flux de chaleur est le meme 
pour chaque partie de la masse; on peut le considerer comme ayant 
lieu dans le sens vertical seulement. Sa valeur correspondante a l’unite 

de surface et a I’unite de temps est K a ■ h ■> e designant la distance 

perpcndiculaire des deux plans et K la conducibilite specifique; les 
temperatures des diflerents points du solide sont exprimees par l’equa- 
tion 

a — b _ 

e 

Lorsqu’il s’agit d’un solide compris entre six plans rectangulaires 
paralleles deux a deux, et lorsqucles temperatures des differents points 
sont exprimees par l’equation lineaire 

A 4- ax -\-by -+- cz, 

la propagation a lieu en meme temps selon les trois directions des oc, 
des y et des s; la quantite de chaleur qui s’ecoule a travers une por- 
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(ion dclerniinec dun plan parallole :i eelui ties .vy osl la ineiuc dans 
Ionic rclomlucdu pi‘ism< 1 ; sa valour corrcsjiondanlc a I’umle do siir- 
lacc ('I a I’niiilc do lomps os! cK ; olio ost /'K dans lo sous dos v. 
id <-/K dans oolni dos .r. 

Kn j^'dndral, la valoni' <ln llnx voclioal. dans los dou\ oas quo Ton 
vionl do oiltM', no ddpond quo dti coefficient do .. el do la ooiidin'ildlilo 

spoeiliquo K; cello valour osl loujonrs d^alo ;i K ' • 

L’exprossion do la quantile do olialour qui, pendant I'iuslant </t, 
s’ocoule ii (ravers on eorelo horizontal iniiniinonl petit donl la siirl'aoo 
osl el passe ainsi do la parlie du solido qui ost inl'orieure an plan dn 
condo dans la parlie superiouro osl, pour los deux oas dun! il s’a”il, 

Kfon/Z. 

II rsl aisr niaintrnant da ^rnrraltsrr at* ra^ulfal rt dr rmniuailrr 
i|?ril a lion, qnrl (|ur soil Ir monvrinrnt \arir dr la rhalrur r\primr 
par lYquation 

r F \ *\ \ , ;, / >. 

Kn rllrt» drsi^nons par .r\ r\ z’ lrs roordnuurrs du point m rf par i 
sa trmprrat urr artnrllr. Suirnl ,r f 1 :»p" /, . Ir-, r tmrdonnrrs 

<1*1111 point inlininirnt \oisin du poiuf m rt dnil la trjuprr.ttuiv r\t *i ; 
;*y, f \ soul drs quantitrs intiuimrnt prtitrs, ajottlrrs au\ nmi dunnrrs 
r\ y\ z f ; rllrs drtrrndnrnt la position drs nndrrnlrs mliiumrnt mm 
si nc*s du point m, par rapport it trots a\rs mian^ttlairrs doot I’m 
l^inr rst on m rt qui srrairnt para 11olos att\ a\rs drs r t dr*-* i rf drs 
Kn <1 ilKorrntiant i’rquation 

i Ki 

rt nunplarant lrs diflrrrntirllrs par ;* d* on aura, pintr r\pnmrr la 
valour dr tr qni rqnivant a r \ tl\\ rrqoatmn littrairr 


ir r 


th l> , 

ii /* ' th 


th 

th 
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Ies coefficients e', g, ^ sont des fonctions de x,y, z, 1 dans les- 

quelles on a mis pour x, y, z les valeurs donnees et constantes x', y', 
qui conviennent au point to. 

Supposons que le meme point to appartienne aussi a un solide com- 
piis entre six plans rectangulaires, que les temperatures actuelles des 
points de ce prisme qui a des dimensions finies soient exprimees par 
Fequation lineaire 

<p — A 4- a\ 4 - b-n -+- c£, 


et que les molecules placees sur les faces qui terminent le solide soient 
retenucs par une cause exterieure a la temperature qui leur est assi¬ 
gnee par Fequation lineaire; £, vj, £ sont les coordonnees rectangulaires 
d’une molecule du prisme, dont la temperature est w, et qui est rap- 
portee aux trois axes dont l’origine est en to. 

Ccla pose, si l’on prend pour valeurs des coefficients constants A, a , 
h, a, qui cntrent dans Fequation relative au prisme, les quantites r', 

TF*’ ( I U ’ apparticnnent a Fequation differentielle, l’etat du 

prisme exprime par Fequation 

, dv '. dv' dv' „ 

dx dy dz 


coincide™, le plus qu’il est possible, avec l’etat du solide; e’est-a-dire 
que toutes les molecules infiniment voisines du point m auront la 
memo temperature, soitqu’on les considere dans le solide ou dans le 
prisme. Cette coincidence du solide et du prisme est entierement ana¬ 
logue a cello des surfaces courbes avec les plans qui les touchent. 

11 est evident, d’apres cela, que la quantite de chaleur qui s’ecoule 
dans lc solide a travers le cercle to, pendant l’instant dt, est la meme 
que celle qui s’ecoule dans le prisme a travers le meme cercle; car 
toutes les molecules dont Faction concourt a Fun et a l’autre effet ont 
la meme temperature dans les deux solides. Done le flux dont il s’agit 
a pour expression, dans l’un et Fautre solide, -K^taA. II scrait 
— K-^’ ouh, si le cercle to dont le centre est to etait perpendiculaire a 
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I’axe <1 (*s y, ('I. si re reivlr olail porpondirtilairo a 1’axr 

d(‘s ,r. 

La valeur tin llux quo I’on vicnt de determiner varie dans le solide 
d’un poinl a un ailin', el elie varie aussi aver le temps. On |iniirrail 
eoneevoir qu’clle a, dans tons les points de I’tiiiil e de surface, la memo 
valeur qu’att point ni el (ju’elle conserve cede valeur pendant l'linile 

de (mips; alors le llux serail exprime par K > il serai! K 

dans le sens des v'el K dans eelui ties .r. Notts eitmlovons ordi- 
■ /).r ‘ 

naironienl dans le ealeul cede valeur du llux ainsi rapporlee ii 1’unile 

de letups el it l’uuile de surlltee. 


l)‘L 

lie tlieorome serl, en general, it inesttrer la vitesse avee lai|tudle la 
elialeur tend it traverser un point donue d’un plan, sitae d’uue maniere 
quolc.onque ditns 1 iulerieur dun solido tloul les temperatures \arieul 
aver le letups. 11 Intil, par le point donue ///, tdever tine perpemtieu- 
la ire stir le plan el clever en elttupie point de eel te perpetidieulaire des 
ordnances tpti representenl les temperatures aeitndles de se, dtlle 
rents points. On formera ainsi tine eottrlie plane dont I'axe des all 
seisses est la perpentlieulaire. La Iltixioti tie rordottnee de rede eottrlie, 
tpti repond tut point m, etant prise aver un si-;ue eonlrttire, exprum- 
In vitesse aver Ituptelle la elialeur se porte an debt dit pl.ni, tin sail 
([tie cede fluxion de Portlonnei 1 est la Jaugeiite de I'aiiyle finite pat 
I element de la eottrlie aver la parallele aux abscisses. 

Le resullal <|tte I’ott vienl d’exposer est eelui ilont on full le- ,qqdt 
cations les plus frequetiles dttns la Tlteorie de la eli.tleur. tin ne pent en 
tt'aiter les dillerentes questions sans se funner tine nice tie. ex.iete de 
la valeur du llux on rltaqiio point d’nii corps dont les temperatures 
sonl, varittltles. 11 est neeessaire d’iusister stir cede noiiun I'undatneti 
tale; l’exetnple quo nous allons rapporter iudiquera jdiis < l.uretuent 
• 'usage (jue Ton en lait dans le etileul. 
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100 . 

Supposons que les differents points d’une masse cubique, dont le 
cote est 7 -, aient actuellement des temperatures inegales, representees 
par l’equation 

v = coS3? cos y cos 

Les coordonnees x, y, z sont mesurees sur trois axes rectangulaires, 
dont l’origine est au centre du cube et qui sont perpendiculaires aux 
faces. Les points de la surface exterieure du solide ont actuellement la 
temperature o, et l’on suppose aussi que des causes exterieures con- 
servent a tous ces points leur temperature actuelle o. D’apres eette 
hypo these, le corps se refroidira de plusen plus; tousles points situes 
dans l’interieur de la masse auront des temperatures variables et, 
apres un temps infini, ils acquerront tous la temperature o de la sur¬ 
face. 

Or nous demontrerons par la suite que 1’etat variable de ce solide 
est exprime par l’equation 

C _= e-« l cos.* cos/ coss; 

3 K 

le coefficient g est egal a K est la conducibilite specifique de la 
substance dont le solide est forme, D est la densite et C la ehaleur spe¬ 
cifique; t est le temps eeoule. 

Nous supposons iei que Ton admet la verite de cette equation, et 
nous allons examiner l’usage que Ton en doit faire pour trouver la 
quantite de ehaleur qui traverse un plan donne, parallele a 1 ’un des 
plans rectangulaires. 

Si, par le point m dont les coordonnees sont x,y, z, on mene un 
plan perpendiculaire aux z, on trouvera, d’apres l’article precedent, 
que la valeur du flux en ce point et a travers le plan est 

-Ky ou Kc -* 7 cos# cos/sins. 
dz 

La quantite de ehaleur qui traverse, pendant 1 instant di , un rec- 
F. 11 
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lan^Ic inliniinent petit silue sur re plan et qui a pour n.les <l.v «•! <(v 

l v r /^pus.n Misv^iiu’f/.rf/vf//. 

Aiiisi la rhaleur (..late qui, pendant I’inslanl ,/(, lraver-e lVlni.hu* hi- 
Ii(-re du menu* plan <*sl 

Kc "'sin -• <t' fj r '• 


lit double 
drpuis Y 


integral.* riant prist* di'piii* '™ j |tM l u •' ' , ‘ l 

1 ~ j(is(|u’ii r !, On lr.)U\i*rn limn' pmir I expression 


da relic rhalnir totale 


'i K <■ '•in ••• 'ft- 


Si I’mt pmtil enstiile I’inleiiralo par rapport a t, deptm- / <> jit-ipt a 

t t, mi tminera la quanlite tie rhalnir qui a fraserse !<• meiue plan, 
ilrptlis que lr relVnidissemoul a eoimneuee jusqu'au mmneitl arlttel. 

(irtlr integrate rst 1 ^ sin; i <’ : rile a pour 'alour a la ■'Urt.iee 

i r ■ ltr s, rn snrtr qu’aprrs nn letup-, iitlim la quantile *le ehaletir 

[mtiIui* par Tunr d< k N farrs rst 1 * !,r inrmr rai muiii** mr nt s apJ*U w 

qnaai a rltaritnr drs six iarrs, «»u rourltit qur lr ^didr .1 prnlu par 
suit rrlVoidissrmrnt romplrl tttir rltalrttr Intalr dtml la qu.mtilr rsf 

^ on BfJ), puisqur rqui\aut a ( ^ • Orttr rhalmir tnl.ib* qui do¬ 
st pr prndant la durrr du rrlroidissriurut dnit rhv, rn Htrf, ntdrpru 
dantr dr la rundtirifulitr proprr k f qui nv prut niHurr qu«- Mtr I** plus 
ntt mono dr vi trssr tin rrfroidissriurut• 

On prut drtrnninrr ddtnr aufrr maturtv la quanhti* d*’ * lialmr qm* 
lr snlttlr prnt prndanl un tnups dottur, qui ^ruM, m qurlqur 
snrtr, it \rritirr lr ralrul prrrrdrnt. Kn rtlrf, la iuusm- dr It mnlrriil*’ 
rrrtan$»ulam* dont Irs diiuriiMotis sunt f/r, t /\, #/ <4 \ \ * 1 1 - A / ; pm 

rmtsrqtimtl la quantitr dr rhalrtir qu'il iaut 1 11 1 doitun* p«ut I.? pnrii r 
dr la trmprratut*r o a rrllr dr Trait Imiiillaiiti* rst I 1 0/1 </* *l, % « I, s il 
lallait rlrvrr la molrrulr a la truqirraturr i» rrttr « li.ilnn rxmLiiilr 
srratl vVA)tLvdy dz* 
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11 suit de la que, pour trouver la quantite dont la chaleur du soli do 
surpasse, apres le temps t, celle qu’il contiendrait a la temperature o, 
il faut prendre l’integrale multiple JfJ eCD dxdydz entre les limites 

• r = -l 7t » ^ = y = ~lr., y = in; 5 = -^, - = *?:. 

On trouve ainsi, en mettant pour v sa valeur, savoir 

e~s l cos x cos / cos s, 

que l’exces de la chaleur actuelle sur celle qui convient a la tempera¬ 
ture o est 8CD(i — e~$ c ) ou, apres un temps infrni, BCD, comme on l'a 
trouve precedemment. 

Nous avons expose, dans cette Introduction, tous les elements qu’il 
est necessaire dc connaitre pour resoudre les diverses questions rela¬ 
tives au mouvcment de la chaleur dans les corps solides, et nous avons 
donne des applications de ces principes afin de montrer la maniere de 
les employer dans le calcul; l’usage le plus important que l’on en 
puisse fa ire est d’on deduire les equations generates de la propagation 
dc la chaleur, ce qui est 1’ohjet du Chapitre suivant. 



CHAPITRE II. 


Equations du mouvement de la ciialeur. 


SECTION ]. 

EQUATION Dli .UOUYEMENT VARUS DE LA CIIALEUR DANS UNE ARHILLE. 

10 J. 

On pourrait former les equations generates qui represented le mou¬ 
vement cle la chaleur dans les corps solides d’une figure quelconque 
el les appliquer aux cas particuliers. Mais cette methode entraine quel- 
quefois des caleuls assez compliques quo. I’on peut facilement cviler. 
II y a plusieurs de ces questions qu’il est preferable tie traitor d’une 
maniere speciale en exprimant les conditions qui lour sonl proprcs. 
Nous allons suivre cette marche et examiner separeincnt les questions 
que l’on a enoncees dans la Section 1 de (’Introduction; nous nous 
hornerons d’abord a former les equations dillerenlielles, et nous en 
donnerons les integrates dans les Chapitrcs suivanls. 

102 . 

On a deja considere le mouvement uniforme dc la chaleur dans une 
barre prismatique d’une petite epaisseur et dont rcxtremite est plongeo 
dans une source constante de chaleur. Ce premier cas ne prcsentait 
aucune difficulte, parce qu’il nc sc rapportc qu’ii l’etat permanent des 
temperatures et que l’equation qui l’exprime s’inlegre facilement. La 
question suivante exige un examcn plus approfondi; olio a pour objet 
de determiner l’etat variable d’un anneau solide dont les dilfercnts 
points ontreQu des temperatures initiales entierement arbitraires. 
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L’anneau solide ou armille est engendre par la revolution d’une 
section rectangulaire autour d’un axe perpendiculaire au plan de 
l’anneau {fig. 3); / est le perimetre de la section dont S est la sur¬ 
face, le coefficient A mesure la conducibilite exterieure, K la condu- 
eibilite propre, C la capacite specifique de chaleur, D la densite. La 
ligne oxx'x" represente la circonference moyennedel’armille, ou celle 
qui passe par les centres de figure de toutes les sections; la distance 
d’une section a l’origine o est mesuree par l’arc dont la longueur 
est .r; R est le rayon de la circonference moyenne. 


Fig. 3. 


X" S' 


' X' 


\ 


\ 

1 

I 

/ 


0 

On suppose qu’ii raison des petites dimensions et de la forme de la 
section on puisso regarder comme egales les temperatures des dif- 
lercnls points d’unc meme section. 


103. 

Concevons quo l’on donnc actuellement aux differentes tranches de 
l'amiiUe des temperatures initiales arbitraires, et que ce solide soit 
ensuite expose ii fair, qui conserve la temperature o et qui est deplace 
avec une vitesse constante; le systeme des temperatures variera conti- 
mielleinent; la chaleur se propagera dans I’anneau et elle se dissipera 
par la surface : on demande quel sera l’elat du solide dans un instant. 

donnc. 

Soit c la temperature que la section placee a la distance a? aura 
acquise apres le temps ecoule t ; v est une certaine fonction de x et 
de t, dans laquellc doivent entrer aussi toutes les temperatures tm- 
tiales; e’est eette fonction qu’ii s’agit de decouvrir. 
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10 L 

On ronsidrrrra Ir mouvrmrnt dr la rhalrur dans tint* Iramdir ittft- 
nimrnl prlilr, comprisr <mi ( r< v unr S(‘r (ion piarrr it la disiaina* i r t uur 
aulrr srrlion piarrr it la dislanrr.r I th\ l/rtat dr rrttr (ranrhr pm * 
dan( la durer (Tun instant rs( n*lui (Tun mlidr intini {|ur Irriimiriil 
drux. plans parallidrs rrlruus a drs trmprraturrs impairs; atim la 
<|uantitr dr rhalrur (jni s’rroulr pendant rrt instant <if a tra\rts L§ 
pmnirrr srrlion, rt passe* ainsi dr la parti** dtt Mtlnlr #jm ptvr rdr 
la tranr.hr dans rrttr tranrhr rllr mirmr, rsj mr mrro, d\tpiv*% Irs 
prinriprs rtahlis dans rintrodnrtion, par Ir prodnit dr qtt.titv i.tr tmi'H, 
savoir la rondurihilHr K, Paiin* dr la srrf ion S, Ir ra|ip*nl rt la 
durer dr rinstant ; rllr a pour rxprrsMoii KS ^ <//, Pom » Hjituitrr 
la quunlitr dr rhalrur qtti sort dr la metnr f ranrhr a It ,i\ rl • | ,1 '-I'l ‘ tlol** 
section (‘{ passe dans la parlie emit i^uo dtt solidr, 1 1 I.ml »rnlt until 
clumber .»• on .r ! d.r dans I’expression precedent*- mi. . i* qm < »| la 
monte chose, ajontor it eel(c expression sa dilierenlo lle ju t -«• par t.iji 
|tofl it ■>' : ainsi la Iranehe recoil par tine de srs I,ht•. tine ijit.mtttr d« 
eltulotir egale it KS dt el peed par la face oppugn- mo* • fi i.i 11iif>- d* 
eltaletir exprimro par KS ^ ill KS \ dx ,h. Idle a. ijun tl dmn , 
it raison do sit position, tine quantile de ehalettr r;.d<- a la dtll< t<-to > 
ties deux quantiles preeedonles, qtti os| kS 'j </< .//, 

I)'nn attire cole, eelle memo tranche, dmtl la Mirlaer i-vlet i. oi >• t ! 
Id.r el dottl la temporal tire dillerr iitliniinent pen de «, lai • • o. hajq**-« 
dims l air, pendanl I’inslanl dt, nne quantite de ehaletir rqtuv.ii. at. .» 
h!\'d.vtit ; il suit de lit quo eelle parlie intinitnenl pehlr dtt ,..i >I. . ••>! 
serve, en oHol, tine quantile de eltaletir representor par 

KS il.ri/t hli'tti ill 

il. i 1 

ot qtti lit it variersa temperature. II lit tit exam.. quelle ,»i |., qit.mia. 

do ee ehangemenl. 
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105. 

Le coefficient C ex prime cc qu’il faut de ehaleur pour elever l’unite 
de poids de la substance dont il s’agit depuis la temperature o jusqu’a 
la temperature t; par consequent, en multipliant lc volume Sdsc de la 
tranche infminient petite par la densite D, pour connaitre son poids, 
ct par la capacite specifique de ehaleur C, on aura CDS dx, pour la 
quantite de ehaleur qui eleverait lc volume de la tranche depuis la 
temperature o jusqu’a la temperature- 1 . Done l’accroissement de la 
temperature qui rcsulte de l’addition d’une quantite de ehaleur egale 
a KS doedt — hlvdxdt se trouvera en divisant cette derniere quan¬ 
tite par CDSife. Done, en designant selon l’usage par ^jjdt l’acerois- 

semont de temperature qui a lieu pendant l’instantafr, on aura 1’equa- 
tion 

<)v __ K d-c hi 
( ) dl Cl) dx- CDS 

Nous expliquerons par la suite l’usage que Ton doit faire de cette 
equation pour en deduire une solution complete, et e’est en cela que 
consiste la difficulty do la question; nous nous bornerons ici a une 
re marque qui concerne 1’elat permanent de 1’armille. 

106. 

Supposons que, le plan de l’anncau etant horizontal, on place au-des- 
sous de divers points m, n,p, q, ... des foyers de clialeur dont chacun 
excrce une action constanlc; la clialeur se propagera dans le solide et, 
cello qui sc dissipe par la surface etant incessamment reniplacee par 
cellc qui emane des foyers, la temperature de chaque section du solide 
s’approchera de plus en plus d’une valeur stationnaire qui varie d’une 
section ii l’autre. Pour expriiner, au moyen de 1’equation (b), la loi de 
ces dernieres temperatures qui subsisteraient d’elles : memes si elles 
etaient etablies, il faut supposer que la quantite e ne varie point par 
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rapport a t, ce qui rend nul le terme On aura ainsi 1 equation 

<Pv _ hi " 

2®* “ KS 

d’oix Ton deduit par Integration 

fhi J~hi 

<’ = Me - * ^ KS + N e +x V ‘' s , 

M et N etant les deux constantes. 


107. 

Supposons qu’une portion de la circonferenee de I'anneaii, placed 
entre deux foyers consecutifs, soit divisee on parties egales; desigiums 
par v t , e 2 , e 3 , e 4 , ... les temperatures des points de division donl les 
distances a I’origine sont x x , x. x , x 3 , x. u ...; la relation entre e et .r 
sera donneepar l’equation precedentc.apres que l’on aura determine les 
deux constantes au moyen des deux valours de v qui correspondent aux 

-M 

foyers. Designant par a la quantite e ks ct par \ la distance .r 2 - .r, 
de deux points de division consecutifs, on aura les equations 

(>! = M a 37 ) -t- N a~-n, 

r 2 ^Mct 1 -+- N a -5, a~ x t, 

(> 3 = M a s ^a*i H- N a~ x i; 

d’oii Ton tire la relation suivante : 


On trouverait un resultat semblable pour les trois points donl les tem¬ 
peratures sont e,, e 4 , et en general pour trois points consecutifs. 11 

suit de la que, si l’on observait les temperatures e,, e 2 , c ;i , c 4 , c ;i , ... de 
plusieurs points successifs, tous places entre les deux memos foyers m 
etnet separes par un intervalle constants, on reconnaitrail quo trois 
temperatures consecutives quelconques sont toujours telles que la 
somme de deux extremes, divisee par la moyenne, donne un quotient 
constant oc* -f- a~ x . 
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108. 

Si, dans l’espace compris entre deux autres foyers n et p, on obser- 
vait les temperatures de divers autres points separes par le menic 
intervalle \ on trouverait encore que, pour trois points consecutifs 
quelconques, la somme des deux temperatures extremes, divisee par 
In moyenne, donnele meme quotient </? + or’-. La valeur de ce quotient 
ne depend ni tie la position ni de l’intensite des foyers. 

109. 

Soil, (] cette valour constat) te, on aura l’equation 

«’3 = <7'’s— 

on voit par la que, lorsque la circonference est divisee en parties 
egales, les temperatures des points de division compris entre deux 
foyers consecutifs sont representecs par les termes d’une serie recur- 
rente dont l'cclieUe de relation cst composee de deux termes q et — i. 

Les experiences ont plcinement confirme ce resultat. Nous avons 
expose tin anneau metallique a Taction permanente et' simultanee de 
divers foyers de chaleur et nous avons observe les temperatures sla- 
lionnaircs tie plusieurs points separes par un intervalle constant; nous 
avons ton jours reconnu que les temperatures de trois points conse- 
culifs quelconques, non separes par un foyer, avaient entre elles la 
relation clout il s’agit. Soil que l’on multiplie les foyers, et de quelquc 
maniorc qu’on les dispose, on ne peut apporter aucun changenoent a 
la valour numorique du quotient il ne depend que des dimen¬ 

sions on de la nature de l’anncau, et non dc la maoiere dont ce solide 
est echauffe. 

110 . 

Lorsqu’on a trouve par l’observation la valeur du quotient constant q 
un on en conclul la valeur de «, au moyen de l’equation 

a h ar k =. q. 


b\ 


12 



90 


TIIHORIK l)E IA rll U.M 11 


(]<‘U.r qnantitr riant drtrnniurr f on rn ronrltii Li \a Imt #i 11 rj#j#«#r 

h . . S , „ *. , . 

k 1 <[ul (‘si ^ (loj** DoM^nant •/' par mi ;mra 

L uik‘ d(‘s rarinrs dr crttr t*c j u a t inn rs| / , H ianl i r 1,0 an ♦ ft 

ainsi l( k rapport <i<‘s dr u\ rnnduribilitrs sr tmm** m miilljpli ml p<t 

l<‘ r.arrr do lo^arithmr Ji\prrlmliqiir dr I’unr <jiif l» mu*{u*' A*' i m» *, 
dr I (‘([nation (A t/u\ i i o rt di\ismt lr pmd m f pj ? 


SKCTION II 


I'.Ql V ri(h IX Mot \ HI I M \ uu; to I \ t liu 1 I It !»*,*. t \ t s§ - III 14 ? . H ; j. 


m. 

I in* masse solide liomu^ene «l«* form.pioi i,ju<\ •«. ,n' . |, j, 

pemlanl mi lemjis itiliui dans uu utihi'ii mini, uu , ! , ,, ,, rj 

pel nianenle i, esl ensuile expo^ee a I’air ipn ■ <01 j %, i , i, j, ; 
'‘I (|iii esl deplaee avec line \ iles-,1* ntitsl uifr • d .. ,j ,!. ,i s 

les elals sueeessifs du nirji-, |ieitd.uil (•tut.- L due. O ■ i 
semenl. 

On desi-ne par .»• I;> dislai.ee ,1'm, |„. m i 
la splii>re, par r la temperature de mem.- p.u.n ..jo- . 

t'ctHtle /; on suppose, ..r render la «{ue ,d„ , . 

I, ‘ ,U I M '‘ , "“"‘ ,( ' iniliale, eomimme a tons |,., jllin „ , 1|W) j(! , 

dislaner .r du eei.lre, esf dillrrmlr pm,, le dnl, ,, ,,1. *.,i, , 

<'Vsl ee <|U i an rail lieu si I'immersm,, dm „i », 

I-es pninls du solide, ej-aleillent ilisl.ntl. du i.u.ii, » , , 

point d’avoir line temperature enimmiiie; ain», , , , 

<‘t de t. Lorstjn’on suppose t j| } ( t 

‘•Ote lorn-lion eouvienne i, IVlat initial t|ll! esi d-o,,., , j 

remenl arliitraire. 
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112 . 

On considercra le mouvemcnt instantane de la ehaleur dans une 
eouche infiniinent peu epaisse, terminee par les deux surfaces splie- 
liques dont les rayons sont x et x-\-dx : la quantile de ehaleur qui, 
pendant un instant infiniment petit dt, traverse la moindre surface 
dont le rayon est x, ot passe ainsi de la partie du solide qui est plus 
voisine du centre dans la couchc splieriquc, est egalc au produit de 
qnalre factcurs qui sont la conducihilile K, la duree dt. l’etendiie \-x- 
de la surface, el le rapport ~ pris avec un signe eontraire; el le est 
oxprimee par 

— .'i lv rr.r 2 ~ dt. 

<)x 

1 ‘our eonnaitre la quanlite de ehaleur qui s’eeoule pendant le memo 
instanl par la seconde surface de la meme couche, et passe de cetlc 
eouche dans la partie du sol id e qui Tonveloppe, il faut changer, dans 
repression precedence, .r on xd-dx, c’esl-a-dire aj outer au lernie 
— \ Iv-.r‘- ^ <7/ la dillerentielle de ce tonne prise par rapport a x. On 
trouvo ainsi 

- - K Tz.r ' 1 dl — Iv - (’ ,r s dx dl , 

<)x (h:\ OX J 

pom* lVxpression de la quantile de ehaleur qui sort de la couche splie- 
rique en traversant sa seconde surface; el, si Ton retranche cette quan¬ 
tile de cello, qui enlre par la premiere surface, ou aura 

(lotto dillerciiee est evidemmenl la quantile de ehaleur qui s’aecuniulc 
dans la eouche intermediaire, ct dont 1’effeL est de fa ire varicr sa tem¬ 
pera lure. 

113 . 

Le coefficient C designs cc qu’il faut de ehaleur pour clever de la 
temperature o a la temperature x un poids determine qui sort d unite; 
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D est le poids do l’unite do volume; fx-r'* <Lv est io \olumo do la 
couebe intermediuire on n’on dillere ([lie d line quantile qui doit el re 
omise : done Hx osl. la quantile do olialour n.Vcssaire pour 

pooler la tranche inlormediaire do la temperature <> a la lompora- 
turo i. 11 faudra par consequent divisor la quantile do rhalour qui 
s’accumule dans cette eouclio. par /|~(d).r-f/.r, el Ion Irouvora I ao- 
croisseinenl do sa temperature o pendant l’instanl <h. <>n ohticinlra 
ainsi l’cquation 

,/v 


K , i <) i 


t).r 


Oil 


(e) 


d 


K / <P o •». (I i 
]) 7 . ' Cl) \ dr' ’’ dt 


L’equatiou preeedente ropreseule la loi du niou\omont do la olia- 
leur dans I’interieur du solid)'; mais It's loinperaluros des points do la 
surface soul ('iieore assujolties it uin 1 rendition parliriiliore qti’il O'l 
ueeessaire dVxprimor. 

Celle condition re I alive a l’dlal dt' la surface pout varier selmi la 
nature des questions qne 1’on frailo; on pourrail Mipposer, pai 
(“xemple, qu’apres avoir ecbaulfc la splii'n' ot oleic Ionics se> undo 
rules a la temperature do I’eau bouillaule, on open- lo rofrmdissemont 
i'll donnanl a tons les points do la surface la Icmpcralurc o ot les rcto- 
nanl a cette temperature |iar line causi' extbrieuro qurlrmique. Dans 
ce cas, on pourrail. eoneevoir ([no la splii'ro donl mi \oiit determiner 
1’ctat variable est c.ouvcrte <rnno onvoloppo, oxtrbinement pen epaisse. 
sur laquellc la cause du re.lVoidissemonf oxercc son action, tin suppo¬ 
se rail : i° quo cette cnvcloppr inllniincnt mince est adlieronto an 
solide, qu’cllc est de la memo substance quo lui, ot qn’olle m fait 
parties conune les aulres portions do la masse; •.*" quo tonics les 
molecules de 1’enveloppe soul assujoltics a la temperature u par one 
caiise toujours agissante qui empoebe quo cette temperalun* puisse 
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etre jamais au-dessus ou au-dessous de o. Pour exprimer cette meme 
condition dans le calcul, on doit assujettir la fonction v, qui contienl 
x et t, a devenir nulle lorsqu’on donne a x sa valeur totale X egale au 
rayon de la sphere, quelle quc soit d’ailleurs la valeur de t. On aurait 
done, dans cette hypothese, en designant par o(x, t) la fonction de a- 
et t qui doit donner la valeur de y, les deux equations 

th’ K /d-v 2 AA 

<)t CI3 \t).r 2 x dxj 

9(X,0=o; 

de plus, il faut que l’etat initial soit representc par cette meme fonc¬ 
tion <p(ac,t); on aura done, pour scconde condition, 

<p(A o) =i- 

Ainsi 1’etat variable d’une sphere solide, dans la premiere hypothese 
que nous avons decritc, sera representc par une fonction e, qui doit 
satisfaireauxtroisequalionsprecedent.es. La premiere est. generale et 
convient a chaquc instant a tous les points dc la masse; la secohde 
affectc les seulcs molecules de la surface et la troisieme n’appartient 
qu’a l’etat initial. 

115. 


Si le solide se refroidit dans l’air, la secondc equation cst diile- 
rentc; il faut alors concevoir que l’enveloppe extremement mince est 
retenue, par une cause exterieure, dans un etatpropre a fairc sortir a 
chaquc instant de la sphere une quantile de chalcur egale acellc que 
la presence du milieu peut lui enlever. 

Or la quanlite cle chaleur qui, pendant la duree d’un instant inli¬ 
niment petit it, s’ecoule dans l’interieur du solide, a traversla surface 

spherique placee a la distance x, est egale a — 4K tzx- ^dt\ et cette 

expression generale est applicable a toutes les valeurs dea\ Ainsi, en 
y supposant x = X, on connaitra la quantite de chaleur qui, dansl’etat 
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variable do la sphere, passerait a travel's I’enveloppe. extremement 
mince qui la termine; d’un autre cote, la surface cKterieure du solido 
avail t une temperature-variable, que nous designerons par\, laissorait 
cehapper dans Pair une quantile <Ie chaleur proportionnelle a (‘.rite 
•temperature et ii I’etendue de la surface, qui est 4 — X-. Cette quantile a 


pour valeur ![/i~X 2 X dt. 

Pour exprimer, com mo on Ie suppose, (jue 1 action do 1 envelop pe 
reniplace a cliaqne instant celle qni resultcrait do la presonro chi 
milieu, il suffit d’egaler la quanlite /\/i~X-V d/ a la valeur quo 
recoit ^expression K — 4 ~X 2 ~ dl, lorsqu’on donor a sa valeur 
to tale X; et Ton obtient par la l’equation -j*- = •— ^ <\ qui doit avoir 


lieu lorsque dans les fonotions et e on mol, an lion do sa valour X, 
ro que Ton designers en ecrivanl 


,- dY , . 

K. T\~ h ^ 

a\ 


Ilf). 

II faut done que la valeur de prise lors(|iie .r -- X, ait un rapport 
eonstant — ^ avec la valeur de e qui repond ait memo point. Ainsi 1’on 
supposera que la cause exterieure du relroidissomonl determine (on- 
jours l’etat de 1’cnveloppe extremement mince, en sorte que la valeur 

dc ^.qui resulte de cet etat soil proportionnelle. a la valeur de e eor- 
respondante a x = X, etque le rapport constant de cos deux quantiles 
soit — ^• Cette condition etant remplie an moycn d’une cause loujours 
presente, qui s’oppose a ce que la valeur extreme do -- soit autre quo 
- faction de l’enveloppe tiendra lieu de celle de fair. 

II n’est point necessaire de supposer que renveloppe exterieure soi I 
extremement mince et Ton verra par la suile qu’ollo pourrail avoii‘ 
une epaisseur indefinie. On considere ici eetle epaisseur comnio infi- 
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ninicnt petite, pour ne fixer Fattention que sur Fetat de la superticie 
du solide. 

117 . 

II suit de la que les trois equations qui doivent determiner la fone- 
tion o(.r, l ) on e sont les suivantes : 

.de K , d 2 r 3 dr\ 

Ot Cl) \ d-r* ,e d v)’ 

v dV 

^ 1 * - ? ( * 7> ’ °) -1 * 

La premiere a lieu pour toutes les valours possibles de .r et de /; la 
secondc est satisfaite lorsquc x = X, quelle que soit la valour do/; et 
la troisieine est satisfaite pour t = o, quelle que soit la valeur de ,r. 

On pourrail supposer que, dans l’etat initial, toutes les eouelies 
splieriques iFonl pas line memo temperature; e’est ce qui arrive neees- 
sairement, si Ton ne conceit pas (pie l’immersion ait dure un temps 
infini. Dans ce cas, qui est plus general que le precedent, on re.pre- 
sentera par F(.r) la lonction donnee, qui exprime la temperature ini- 
tiale des molecules placees a la distance x du centre de la sphere; on 
remplaeera alors la troisieine equation par celle-ci 

O(-r,0) rr: F(.r). 

11 ne reste plus (ju’une question puremen t analytique dont on don- 
nera la solution dans Fun des Cliapitres suivants. Elle consiste a 
Irouver la valour de r, au moyen de la condition gene rale et des deux 
conditions particulicres auxquellcs elle est assujettic. 


SECTION III. 

I-IQIIXTIOXS Dll MOUVJiYlENT VAIUK DE LA ClIALEUIt DANS UN CYLINJIUE SOLIDE 


118 . 

lln cylindre solide, d’une longueur infinie, el dont le cote est por- 
pendioulaire a la base circulaire, ayant ele entierement plongo dans 
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un liquide dont la temperature est uniformc, s’cst echaufle suecessi- 
vement, en sorte que tous les points egalemcnt eloigncs do l’axo out 
acquis la meme temperature; on l’expose ensuite a un couranl <1 air 
plus froid; il s’agit de determiner les temperatures des dilTerenfes 
couches, a pres un temps donne. 

.r design? le rayon d’une. surface cylindrique dont tons los points 
sont egalement distants de l’axe; X cst le rayon du cylinder; <> est la 
temperature que les points du solide, situes a la distance x de l’axe, 
doivent avoir, apres qu’il s’est ecoule, depuis le coinnienremciit du 
refroidissement, un temps designe par t. Ainsi v cst une function de .<■ 
et de t; et, si 1’on y fait t = o, il est necessaire quo la function de -v, 
qui en proviendra, satisfasse a l’etat initial qui cst arbitrairc. 

119. 

On considerera le mouvement de la ehaleur dans une portion inli¬ 
niment peu epaisse du cylindre, comprise entre la surface dont, le 
rayon est x ct cello dont le rayon est .r 4 - ilv. La quantile de ehaleur 
que eette portion reeoit, pendant l’inslant dt, de la parlic du solide 
qu’elle enveloppe, e’est-a-dire la quantile qui traverse pendant ce 
meme temps la surface cylindrique dont le rayon est ,r, el, a Iaquelle 
nous supposons une longueur egale a 1’unite, a pour expression 

— 2 K r.x ^dt. Pour trouver la quantile do ehaleur qui, traversaut hi 
seeonde surface dont le rayon est x 4 - dx, passe de la eouehe in lini¬ 
ment peu epaisse dans la partie du solide qui l’enyeloppe, il faul, dans 
1 expression precedcnte, changer a; en x-h dx, ou, ce qui est la memo 
chose, ajouter au terme - 2 K r.x^dt la difloronlielle do ce tonne, 
prise par rapport a x. Done la difference de la ehaleur reque a la eha- 
leur perdue ou la quantite de ehaleur qui, s’accumulant dans la eouehe 
infiniment petite, determine les changemenls de temperature, est ootlo 
meme diflerentielle, prise avec un signe contrairc, ou 
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d mi autre cote, le volume de cette couche intermediaire est 2 nxdr 
et ?.CD v:xdx exprime ce qu’il faut de chaleur pour l’elever de la tem¬ 
perature o a la temperature i, C etant la chaleur specifique, et D la 
densite; done le quotient 


2 Kit clt 


— (x 
dx V dx) 


2CDrra? 


est l’accroisscment quo retioit la temperature pendant I’inslant dt. On 
obtientainsi {’equation 


de K / d-r x A 

dt € 1 ) \ dx 1 x dx J 

120 . 

La quanlite de chaleur qui traverse, pendant 1’instant dt, la surface 
cylindrique donl le rayon est x etant generalement exprimee par 

~dt, il s’ensuit quo Ton trouvera celle qui sort pendant le 

memo temps de la superficie du solide en faisant, dans la valeur pre¬ 
cede nte, .* = X; d’un autre cote, cette meme quantite qui se dissipe 
dans I’air est, scion le principe de la communication de la chaleur, 
cgale a aiX/ir dt-, on doit done avoir a la surface l’equation deter¬ 
miner — K“ = hv. La nature de ces equations est expliquee avec 

plus d’ctcnduc, soil dans les articles qui se rapportent a la sphere, 
soit dans ccux oil Fon donne les equations generates pour un corps 
d’une figure quelconque. La fonction v, qui represente le mouvement 
de la chaleur dans un cylindre infini, doit done satisfaire : 
i° A l’equation generate 

dv_ K_/£r i d»\ 
dt ~~ CD [ dx ' 2 ^ x dx )’ 

qui a lieu quelles que soient x tit; 

F. 


i3 
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2 * A I’equation determinee 

h dr _ 

rr (’ H— 3 

k doc 

qui a lieu, quelle que soit la variable t, lorsque x = X ; 

3° A l’equation determinee 

r= F {a); 

cette demiere condition doitetre reropliepour toutcs les valours do v 
oil 1’on fait t=o, quelle que soit la variable .r. La fonclion arbi 
traire F(j?) est supposee connue et el le correspond a 1 elat initial. 


SECTION IV. 


Squat ions du mouvement uniforms de la ciialeur dans in rris.uk solidk 

4 D’UNE LONGUEUR INF1NIE. 


121 . 

L'ne barre prismatique est plongee par une de scs extremites dans 
une source constante de ehaleur qui mainlient cette exliTinild. a la 
temperature A; le reste de cette barre, dont la longueur est inlinie, 
demeure expose a un courant uniforme d’air atmospherique entretemi 
a la temperature o; il s’agit de determiner la plus haute temperature 
qu’un point donne de la barre puisse acquerir, 

Cette question differe de celle de I’articlc 73 on ee qu’on a egard ici 
a toutes les dimensions du solide, ee qui est neccssaire pour que l’eti 
puisse obtenir une solution exacte. En effet, on csl porle a supposor 
que, dans une barre d’une tres petite epaisscur, tons les [mints d’une 
meme tranche acquierent des temperatures sen sildeniont egales; eepen- 
dant il peut rester quelqueincertitude sur les resultals de cette sn[>l><>- 
sition. Il est done preferable de resoudre la question rigourcusenienl 
et d’examiner ensuite,par lecalcul, jusqu’a quel point ct dans quel ras 
on est fonde a regarder comme egales les temperatures des divers 
points d’une meme section. 
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122 . 

La section faite perpendiculairement a la longueur tie la barre est un 
carre dont le cote est 2 /; l’axe de la barre est l’axe des x et 1’origine 
est a l’cxtremite A. Les trois coordonnees rectangulaires d’un point de 
la barre sont,r, y, s; la temperature fixe du merne point, est designee 
par e. 

La question consistc a determiner les temperatures que Ton doit 
donner aux divers points de la barre, pour qu’elles continuent de sub- 
sister sans aucun changement, tandis que la surface extreme A qui 
conmuniquc avee la source de clialeur demeure assujettie, dans tous 
ses points, a la temperature permanente A : ainsi v est une fonction 
dc x, de y ct. dc z. 

123. 

On considcrera le mouvemenl de la chaleur dans une molecule pris- 
matique, comprise cntrc six plans perpendiculaircs aux trois axes 
des sc, des y et des z. Les trois premiers plans passent par le point m 
dont les coordonnees solitary, s, et les autres passent par le point m' 
don I les coordonnees sent a; -+- dx, y ■+■ dy, z 4 - dz . 

Pour connaitre la quantile de chaleur qui, pendant l’unite de temps, 
pent*Ire dans la molecule, a travers le premier plan passant par le 
point m et perpcndieulairc aux x, il faut considerer que la surface de 
la molecule qui est situee sur cc plan a pour etendue dzdy, et que le 
flux.qui traverse eclle aire est egal, suivant le theoreme ded’article 98, 

a — K ainsi la molecule rcqoit, a travers le rectangle dsedy pas- 

ox 

sanl par lc point rn, une quantite de chaleur exprimee par 

— K dx dy • 

• Ox 

Pour trouver la quantite de chaleur qui traverse la face opposec et sort 
dc la molecule, il faut substituer, dans l’expression precedcnte, x+dx 
a x ou, cc qui est. la memo chose, ajouter a cettc expression sa diffe- 
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rentielle prise par rapport a x seulement; on en conclut que la mole¬ 
cule perd, par sa seconde face perpendiculaire aux ar, unc quantite de 
ehaleur equivalente a 




dv 

dx 


dx ; 


on doit par consequent la retrancher de celle qui etait entree par la 
face opposee; la difference de ces deux quantites est 


K dz dy dx 


dx* ; 


elle exprime combien il s’accumule de ehaleur dans la molecule, n 
raison de la propagation suivant le sens des oc; et cette ehaleur aecu- 
mulee ferait varier la temperature de la molecule, si clle n’elait point 
eompensee par celle qui se perd dans un autre sens. 

On trouve,de la meme maniere, qu’a travers 1c plan perpendiculaire 
aux y et passant par le point to, il entre dans la molecule unc quan- 
tite de ehaleur egale a 

— K dzdx^-, 

dy 

et que la quantite qui sort par la face opposee est 

-K dzdx — -K dzdxd^-, 

dy dy 

cette derniere differentielle etant prise par rapport a y seulement. 
Done la difference de ces deux quantites, ou 

K dz dx dy , 

dy 

exprime combien la molecule acquiert de ehaleur, a raison de la pro¬ 
pagation dans le sens des y. 

Enfin on demontre de meme que la molecule acquiert, a raison do 
la propagation dans le sens des s, une quantite de ehaleur egale a 

K dxdydz^. 
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Or, pour qu’elle ne change point de temperature, il est necessaire 
qu’elle conserve autant de chaleur qu’elle en contenait d’abord, en 
sorte que ce qu’elle en acquiert dans un sens'serve a compenser ce 
qu’elle en perd dans un autre. Done la somme des trois quantites de 
chaleur acquises doit etre nulle, et Ton forme ainsi Fequation 

d*v dh’ d i v 
W + df- ■*" d¥ - °- 


124. 

II reste maintenant a exprime.r les conditions relatives a la surface. 
Si Ton suppose que lc point m appartient a l’une des faces de la harm 
prismalique ct que cette face est perpendiculaire aux s, on voit que lo 
rectangle dvdv laisse cchapper dans Fair, pendant l’unite de temps, 
une quantite de chaleur egale a 

h dx dy V, 

en designant par V la temperature du point m a la surface, c’est-ii-dire 
ce quo devient la fonction cherchee ip(j?, y, z) lorsqu’on fait z = l, 
demi-largeur du prisme. D’un autre cote, la quantite de chaleur qui, 
en vertu de Faction des molecules, traverse pendant l’unite de temps 
une surface infinimcnt petite w, situee dans l’interieur du prisme 
perpendiculairement aux 3, est, d’apres les tlieoremes cites, egale a 

— Koo^- Cette expression est generalc et, en Fappliquant aux points 

pour Iesquels la coordonnee s a sa valour complete /, on en conclut que 
la quantite (lc chaleur qui traverse le rectangle doedy, place a la super- 
ficie, est 

— K 

en donnant a s dans la fonction ^ sa valour complete /. Done les deux 
quantites — K dxdy~i d hdxdyv doivent etre egales, pour que 1 ac¬ 
tion des molecules convienne avec celle du milieu, Cette egalite doit 
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im 

iiiissi subsister si 1’on donne a s dans les fonctions jz ct e la valour — 4 

iv qui a lieu pour la face opposee a celle quo l’on considcrait d’abord. 
Do plus, la quantite de chaleur qui traverse une surface piano infini- 

ment petite cu,perpendiculaire a l’axe desj', etanl — il s’ousuil 

que ceile qui s’ecoule a travers un rectangle dxdz, place sur line face 
du prisme perpendiculaire auxj, est 

— K dx dz , 
dy 

m donnant a v dans la fonction ~ sa valour complete /. Or re rec¬ 
tangle dxd: laisse echapper dans l’air une quantite do chaleur 
exprimee par 

h cLv dz v; 

il est done neeessaire que l’on ait liquation 

Jw~~ k 

iorsqu'on fait j = 4 on y = - l, dans les fonctions r ot ^ - 

dy 


125. 


La valeur de la fonction e doit etre, par hypolhose, egale a A lors- 
quon suppose a? = o, quel les que soient les valours dej ct do 5 . Ainsi 
la fonction cherchee c est determine par les conditions suivanl.es : 

.° Elle s »„ sfa it, pou ,. tontos , e3 nhm dc ^ . 

generale 


<d- <’ d 2 1’ d 1 <■ 
dx t ' dy- + 7h*~ 0 ’ 


2 ° Elle satisfait a l equation 


K 


dv 

ir 


= 0 , 
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lorsquey equivaut a /, ou a — quelles que soient x et z, et a l’equa- 
tion 


lorsque s equivaut a l, ou a - /, quelles que soient x et v; 
3° Elle satislait ii Tequation 

<’ = A, 

lorsque x = o, quelles quo soient y et z. 


SECTION V. 

Equations du mouvement yariG de la oiuleur bans un cube soude. 


126. 

Un soliclc de forme cubiquc dont tous les points ont acquis une 
memo temperature est place dans un courant unifonne d’air atmospbe- 
rique, entrclonu a la temperature o. II s’agit do determiner les etats 
sueccssifs du corps pendant toute la duree du refroidissement. 

Le centre du cube est pris pour origin© des coordonnees rectangu- 
laircs; les trois perpendieulaires abaissces de ce point sur les faces 
sent les axes des x, des y et dcs z; il est le cote du cube, v est la tem¬ 
perature ii laquelle un point dont les coordonnees sont x,y, z se trouve 
abaisse apres le temps t qui s’esl ecoule depuis le commencement du 
refroidissement : la question consist© ii determiner la fonction c, qui 
contient .r, _y, 5 <T l . 

127. 

Pour former Tequation generale a laquelle v doit satisfaire, on clier- 
clieva quel est le changement de temperature qu’une portion infiniment 
petite du solidc doit eprouver pendant l’instant clt, cn vertu de Taction 
des molecules qui cn sont cxtremcment voisines. On considerera done 
une molecule prismatique comprise entre six plans rectangulaires; les 
trois premiers passent par le point m dont les coordonnees sont x, y. 
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et Ies trois autres par le pointin' dont les coordonuees sont .r doc, 
v — dv, z-\-ch. 

* La quantite de chaleur qui penetre pendaat I’mstant dl dans la mol e- 
,ule, a travers le premier rectangle dy dz perpendiculaire aux .r, est. 

- K dr dz ^ dt, 

OJC 

et cede qui sort dans le meme temps dc la molecule, par la faro 
opposee, se trouve en mettant a? + dx au lieu de as dans l’exprcssitm 
preeedente; elle est 

— Kdydz^dt — K.dy dzdj^dl, 

cette differentielle etant prise par rapport a x seulemeat. La quanta to 
de chaleur qui entre pendant l’instant dl dans la molecule, a leavers 1<‘ 
premier rectangle dxds perpendiculaire a l’axe des j, est 

- 1 idxdz~dl. 

Or 

et celle qui sort de la molecule, dans le memo instant, par la faro 
opposee, est 

— K dx dz ~~ dt — K dx dz d - - dl, 
dy dr 

la differentielle etant prise par rapport a y sculement. La quantile do 
chaleur que la molecule repoit pendant l’inslant dt, par sa faro infu- 
rieure perpendiculaire a l’axe des s, est 

— R dx dv ^ dt 
• dz 

et celle qu’elle perd par la face opposee est 

-Kdxdy^dl-K dx dy d ~ dl, 

- dz J ()z 

la differentielle etant prise par rapport a z sculement. 

Hfaut maintenant retrancher la somme de toules les quantiles do 
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dialeui* qui sortcnt de la molecule de^a somme des quantiles qu’ello 
recoit, et la difference cst ce qui determine son accroissement de tem¬ 
perature pendant un instant: cette difference est 


K 


d r dz d t 


dv_ 

dx 


dt -b Iv. dx dz cl — dt 

dy 


■ K dx dy d~dt 
dz 


Oil 


**<*:*(& 


i’ 

dv* 


d 2 e 

d¥ 


dl. 


128. 


Si Fon divise la quantite que Ton vient de trouver par celle qui est 
necessaire pour elever la molecule de la temperature o a la tempera¬ 
ture i, on connaitra Faccroissement de temperature qui s’opere pen¬ 
dant Finslant, dl. Or cette dcrnierc quantite est CD dxdydz; car C 
designe la capacite de clialeur de la substance, D sa densile et dxdydz 
le volume de la molecule. On a done, pour exprimer le mouvement de 
la ehaleur dans Finterieur du solide, Fequation 


oo 


<)r_ JLdUl Oil 

dt ~CD Vdx s dy 1 dz 1 )' 


129. 

II reste a former lesEquations qui se rapportent a l’etat de la sur¬ 
face, ee qui ne presente aucune difficult^ d’apres les principes que 
nous avons etablis. En (diet, la quantite de clialeur qui traverse, pen¬ 
dant Finstant dt, le rectangle dxdy trace sur un plan perpendiculairo 
aux.r, esl 

— K dy dz dl. 

Oe resultal, qui s’applique a tous les points du solide, doit avoir lieu 
aussi lorsque la valeur de x cst egale a /, demi-epaisseur du prisme. 
Duns ce dernier cas, le rectangle dy dz etant place a la superficie, la 
quantile de clialeur qui le traverse et se dissipe dans Fair pendant 
F. >4 
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l’instant dt est exprimee par 

h dy dz r dt ; 

on doit done avoir, lorsque x — 1, l’equation 

Ar=— K-^- 
ox 

Cette condition doit aussi etre satisfaite lorsque x = — l. 

On trouvera de mem'e que, la quantile de chaleur qui traverse le 
rectangle dxdz situe sur un plan perpendiculaire a I’axe des y etant 
en general 

— K dx dz ^-, 
dv 

et celle qui a la superfieie s’echappe dans I’air a travel’s ce rnenie rec¬ 
tangle etant 

h dx dz p dt, 

il est necessaire que 1'on ait l’equation 

/ ir dv 

hv -H- It -r— — . o, 

dy 

lorsque y = /ou ~ — l. Enfm on obtient pareillement l’equation deter- 
minee 

, r r dv 

IlV -f- It r — 0. 
dz 

qui doit etre satisfaite lorsque 3 = / ou = — /. 


130. 

La fonction cherchee, qui exprime le mouvement varie dc la chaleur 
dans l’interieur d’un solide de forme cubique, doit done etre deter- 
minee par les conditions suivantes : 

. i° Elle satisfait a l’equation generale 
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2 0 1211 e satisfait aux trois equations determinees 

ln ' K Jd hv + ^j^. — 0 > °> 

qui out lieu lorsque x = ± l, y = ± l, z = ± /; 

')" Si, dans la fonction e qui contient .r, y, /, on fait t — o, 
quell os que soient les valeurs de x, y et s, on doit avoir, selon l’hvpo- 
l lie so, 

<’= A, 

qui est la valeur initiale et commune de la temperature. 

131 . 

L’equation a laquclle on est parvenu dans la question precedent* 
represente le mouveincnt de la clialeur' dans I’interieur de tons les 
solides. Quelle que soit on effet la forme du corps, il est manifesto 
qu’cn le decomposant cn molecules prismatiques on obtiendra ce 
memo resultal. On pourrait done se borner a demontrer ainsi l’equa- 
Iion de la propagation de la clialeur. Mais, afin de rendre plus com¬ 
plete l’exposition des principes, et pour que I’on trouve rassembles 
dans un petit nombre d’articles consecutifs les tbeoremes qui servent 
a etablir {’equation generalc de la propagation dans 1’interieur des 
solides et cello qui se rapportc a l’etat de la surface, nous procede- 
rons, dans les deux Sections suivantes, a la recherche de ces equations, 
independamnient de toule question partieulierc et sans recourir aux 
propositions elemcnlaires que nous avons expliquecs dans l’lntroduc- 
(ion. 


SECTION VI. 

SQUATION lifiNfillAl.li 1)1! LA HU)I'AGAXION DE LA CUALliUR DANS L’lNTfilUIOJR DES SOLIDES. 


132 . 

Tukoiusmk I. — Si les differents points d’urie masse solide homo gene, 
comprise enlre six plans rectangulaires, onl des temperatures actuelles 
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determinees par Vequation Uneaire 
a) c —k — ax — by — ez 

et si ies molecules placees a la surface exterieure sur les six plans qui ter - 
minent le prisme sont retenues par une cause quehonque a la temperature 
cxprimeepar 1’equation (a), toules les molecules situe.es dans I’lnteneur <(<’ 
la masse conserveront iVelles-memes leur temperature acluelle, en sorie e/u tl 
ne surxiendra aucun changement dans I'etat duprisme. (e designe l;i tem¬ 
perature actuelle du point dont les coordonnees sontac, y, s; A, a, b. 
n sont des coefficients constants.) 

Pour demontrer cette proposition, considerons dans le solide trois 
points queleonques m, M, ft, places sur une memo droile mp. quo I<* 
point M divise en deux parties egales; designons par x, y, s les coor- 
donnees du point m et par e sa temperature, par x + a, y H- y 

les coordonnees du point p. et par w sa temperature, par x — a, y - ft, 
z les coordonnees du point m et par u sa tcmp'eraturo; on aura 

r = A — ax — by — c s, 

— A — a(x + «) — b(y-y (3) — c(s ■+■'/), 
u =A-a(x-x)—b(y — P) — c{s — y); 

d’oii Ton conclut 


c «• — ax -4- &J3 -f- cy et u — (’ — aa. &(3 -t- ey. 

Done 

v — tv — a — r. 

Or la quantite de chaleur qu’un point reqoit d’un autre depend <1<‘ 
la distance des deux points et de la difference de leurs temperatures. 
Done Paction du point M sur le point p. est egale a l’aclion dew sur M ; 

ainsi le point M revolt autant de chaleur de m qu’il en envoie an 

point p. 

On lirera la meme consequence quelles que soient la direction et la 
grandeur de la ligne qui passerait par le point M, et que ce point divi- 
* e “ deax P arties *g a1 ^ Done il est impossible que ce point 
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change de temperature; car ii re<joit de toutes parts autant de clialeur 
qu’il en donne. Le meme raisonnement s’applique aux autres points; 
done il ne pourra survenir aucun changement dans I’etat du solide. 


133 . 


Co ROLL AIRE I. 

Un solide etant compris entre deux plans infinis paralleles A et B. 
on suppose que la temperature actuelle de ses differents points est 
exprimee par l’dquation v = i — s, et que les deux plans qui le ter- 
minent sont rctemispar une cause quelconquc, I’uneA a la tempera¬ 
ture l, et l’aulrc B a la temperature o : cc cas particulier sera done 
compris dans le lemme precedent, en faisant A = r, a = o, b = o. 

134 . 

COROLLAIRE II. 

Si I’on so represente dans l’interieur du meme solide un plan M 
parallele a ccux qui le terminent, on voit qu’ils’ecoule a travers cc 
plan une certaine quantile de chalcur pendant l’unite de temps; car 
deux points ires voisins, tcls que m ct n, dont l’un est au-dessous du 
plan et I’autre au-dessus, sont inegalcmcnt eebaufles; le premier, dont 
la temperature est plus eleven, doit done envoyer au second, pendant 
cliaquc instant, une certaine quantile de chaleur qui, au reste, peut 
elre fort petite ct memo insensible, selon la nature du corps ct la dis¬ 
tance des deux molecules. 11 en est de meme de deux autres points 
quelconques separes par le plan. Le plus echaufle envoic a l’autre une 
certaine quantile de chalcur et la somme de ces actions partielles, on 
de toutes les quantiles de chaleur envoyees a travers le plan, compose 
un flux eonlinuel dont la valour ne change point, puisque toutes les 
molecules conservent lcur temperature. 11 est facile de prouver que c,e 
flux ou la qua Mile de chaleur qui traverse le plan M pendant l'unite de 
ternps equivaut d celle qui traverse , pendant le mime temps, un autre 
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plan N parallele aupremier. En effet, la partie de la masse qui cst com¬ 
prise entre les deux surfaces M et N recevra continued lenient, a Ira- 
vers leplan M, autant de chaleur qu’elle en peed a leavers le plan N. 
Si la quantite de chaleur qui, penetrant au dela du plan M, mitre dans 
la partie de la masse que I’on considere n’etait point egale a eel le qui 
en sort par la surface opposee N, le solide compris entre les deux sin- 
faces acquerrait une nouvelle chaleur ou perdrait line partie de ‘‘‘die 
qu’il a, et ses temperatures ne seraient point constantes, ce ipii est con- 
traire au lemme precedent. 

135 . 

On prend pour mesure de la conducibilite specilique d une substance 
donnee la quantite de chaleur qui, dans un solide infini forme de cello 
substance et compris entre deux plans parallelcs, s’ecoule pendant 
l’unite de temps ii travers une surface egale a l’linite, el. prise sue un 
plan intermediate quelconque parallele aux plans exterieurs, dont. la 
distance est egale a I’unite de mesure, et donl l’un osl entrelonu a la 
temperature i, etl’autrea la temperature o. On designe par le roof- 
tieient K ce flux constant de chaleur qui traverse (onto 1’eto.mlue du 
prisme et qui est la mesure de la conducibilite. 

136 . ' 

Lemme. 

Si ion suppose que toutes les temperatures du solide. dont il s'<tgit duns 
l article precedent sont multipliees par un nornbre quelconque g, en sort*' 
que iequation des temperatures soil c = g — gz, au lieu d’etre r . i - - 5 , 
et si les deux plans exteneurs sont enlretenus, iun a la temperature , 
et iautre a. la temperature 0 , le flux constant de chaleur, dans eette 
seconde hypotkese, ou la quantite qui, pendant iunite de temps, fretce/ye 
l unite de surface prise sur un plan inlermediaire parallele auv buses, ewf 
egale au premier flux K, multiplie par g. 

Ln effet, puisque toutes les temperatures ont ete augniontees dans 
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le rapport de i a g, les differences cles temperatures des deux, points 
quelconques m et p sont augmentees dans le meme rapport. Done, 
suivant le principe de la communication de la chaleur, il faut, pour 
eonnaitre la quantite de chaleur que m envoie a p dans la seconde 
hypothese, multiplier par g la quantite que ce point m envoyait a u. 
dans la premiere. II en serait de meme do deux autres points quel- 
conqucs. Or la quantite de chaleur qui traverse un plan M resulte de 
la sonnne de toutes les actions que les points m, ni, ni', m"', ... situes 
d’un memo cote du plan exerc-ent sur les points p., p', p", p'", ... 
situes de 1’autrc cote. Done, si dans la premiere hypothese le flux 
constant est designe par K, il sera cgal a g K lorsqu’on aura multiplie 
toutes les temperatures par g. 


137. 


TllliOREME II. 

Dans un pristne donl les temperatures constantes sont exprimees par 
i equation 

r = A — ax — by — cz, 


el que tenninenl sir plans rectangulaires dont tons les points sont entre- 
lenus au,v temperatures detenninees par l’equation precedente, la quantile 
de chaleur qui, pendant iunite de temps, traverse l’unite de surface , prise 
sur un plan intennediaire quelconque perpendiculaire aur z, est la mime 
que le flux constant dans un solule de mime substance, qui serait compns 
e.litre deux plans paralleles infinis, et pour lequel l’equation des tempera¬ 
tures constantes serait 


Dour le demontrer, considerons, dans le prisme et ensuitc dans le 
solide iufini, deux points m et p cxtremcment voisins et separes par le 
plan M perpendiculaire a l’axc des z, p etant au-dessus du plan et m 
au-dessous {fig- d); choisissons au-dessous du meme plan un point ni 
tel que la perpendiculaire abaissee du point p sur le plan soit aussi 
perpendiculaire sur le milieu h de la distance mm'. Designons par x. 
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r, :-h les coordonnees da point p dont la temperature est tv, 1>^»* 
i _ 2 , y-}, s les coordonnees de m dont la temperature est v, «'< 
( , a r.r v-t-3, 5 les coordonnees de m! dont la temperature ost 

Fig. 


in h m' 

L’uction de msur p ou la quantite de chaleur quo m envoie a p. pun - 
dual un certain temps peutetre exprimee par q(v — ♦»’). he (auteur <y 
depend de la distance rap et de la nature de la masse. L’aotion do /h 

>ur p sera done exprimee par q{v' —m); et le facteur q est le rnoiuv 

tpie dans l’expression precedente; done la somnie des deux notions 
de ra sur a et de ra' sur p, ou la quantite dc chaleur quo p recoil do 
m et de ra', est exprimefe par 

<7(e — (e-+- c'— ir). 

Or, si les points ra, p, m! appartiennent au prisme, on a 

a — A et zc by — c{z —(— h'j j 
c = A — a{x — a) — b(j — (3) — c z, 

* A ci[zc -t— et .) b (y -|— |3) — c z j 

et si ees memes points appartenaient au solide infini, on aurait, par 
liypothese, 

(T — C C ( Z -j— Jl j, 

V ~c ~~ cz 9 
v r — C — c z. 

Dans le premier cas on trouve 

q (e — ir -+- e' _ w) = 2 fjch, 

<*1 ilans le second cas on a encore le meme resultat. Done la quaulilo 
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de chaleur que p. reqoit de m et de m' dans la premiere hypothese, 
lorsque l’equation des temperatures constantes est 

~ A — ax — by — cz, 

equivaut a la quantite de chaleur quc \l recoit de m et de m r , lorsque 
Pequation des temperatures constantes est 

V = c — cz. 

On tirerait la meme consequence par rapport a trois autres points 
quelconques in!, p/, m", pourvu que le second p/ fut place a egale dis¬ 
tance ties deux autres et que la hauteur du triangle isoscele mfl'm" 
lut parallelc aux z. Or la quantite de chaleur qui traverse un plan 
quelconque M resultc de la somme des actions que tous les points m , 
m , m", m '",... silues d’un cotedcceplan excrcentsur tousles points p., 
[j!, p", p'", ... situes de l’autre cote : done lc flux constant qui, pendant 
I’unite do temps, traverse une partie determinee du plan M dans lc 
solide infini est egale a la quantite de chaleur qui s’ecoule dans le 
meme temps a travers la meme portion du plan M dans le prisme dont 
les temperatures sont exprimees par l’equaiion 

c = A — ax — by — cz. 


138. 


CoROi.r.AmE. 


Le flux a pour valour civ dans le solide infini, lorsque la partie du 
plan qu’il traverse est 1’ unite de surface. II a done aussidans le prisme 

la inline valour cK on — K ^ ■ 

<)z 

On prouve do la meme maniere quc le flux constant qui a lieu, pen¬ 
dant runite de temps, dans le meme prisme d travers I'umte de surface 
stir un plan quelconque perpendiculaire aux y est egal et b¥L on — K 


et que celui r/ui traverse le plan perpendiculaire aux x a pour valeur a K 
- dv 


oit- 


dx 


to 


F. 
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Les propositions que l’on a demontrees dans les articles precedents 
Tappliquent aussi au cas oil Taction instantanee d unc mo con (■ s cm-i 
,- erait dans l’interieur de la masse, jusqu’a une distance apprecial) . c*.. 
II faut,dans ce cas,supposer que la cause qui reticnt lot. tt anc its c.x c 
rieures ties corps dans Tetat exprime par Tequation linemrc a«ecte « 
masse jusqu’a une profondeur finie. Toutes les observal.ons coneoumJ 
a prouver que, dans les solides et les liquides, la distance donl il » »K»‘ 
est extremement petite. 


Theoreme III. 

Si les temperatures des points d’un solidesont exprimees par 1 equa- 
tion 

3 > 0 > 

dans laquelle x, y, z sont les coordonnees de la molecule donl la tem¬ 
perature est egale a c apres le temps ecoule t, lc flux de chaleur qm 
traverse une partie d’un plan trace dans le solidc, et perpondicuhiire a 
Tun des trois axes, n’est plus constant; sa valeur est dillerente pour 
les differentes parties du plan, et elle varie aussi avec le temps. Led r 
quantite variable peut etre determinee par le calcul. 

Soil w un cercle infiniment petit dont lc centre coincide avec I<‘ 
point m du solide etdont leplan soit perpendiculaire a la eoordmmee 
verticale z; il s’ecoulera, pendant Tinstant dl, a travers ce cercle, line 
certaine quantite de chaleur qui passera de la partie du solidc inle- 
rieure au plan du cercle dans la partie superieurc. Ce flux se compose 
de tous les rayons de chaleur qui partent d’un point iniorieur e.(. par- 
viennent a un point superieur, en traversant un point <lc in petite sur¬ 
face ce. Nous allons demontrer que la valeur du flux a pour e.vprcssio/i 

-ntvit. 

D6signons par x',f, z' les coordonnees du point m dont la tempera- 
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ture est v'\ et supposons que Ton rapporte toutes les autres molecules 
a cc point m clioisi pour l’origine de trois nouveaux axes paralleles aux 
precedents; soient \, v]» '( les trois eoordonnees d’un point rapporte a 
1 ’origine m; on aura, pour exprimer la temperature actuelle w d’une 
molecule infiniment voisine de m, 1 ’equation lineaire 




, r W 


. dd 


Les coefficients d, 


<)v' dd dd 


dc dv <): 


sont les valeurs que Ton trouve en sub- 


stituant dans les fonctions v, aux variables x, y, z, les 


quantites constantes x', y', z' qui mesurent les distances du point m 
aux trois premiers axes des x, desy, des z. 

Supposons maintenant que le meme point m soit aussi une molecule 
intcrieurc d’un prisme rectangulaire compris entre six plans perpen- 
diculaires aux trois axes dont m est l’origine; que la temperature 
actuelle w do ehaque molecule dc cc prisme, dont les dimensions sont 
tinies, soit exprimee par l’equation lineaire up = A -+- a\ -+- b-q -+- cl, 
ct quo. les six faces qui terminent lc prisme soient retenues aux tem¬ 
peratures fixes que ccttc dcrnicro equation leur assigne. L’etat des 
molecules inlericures sera aussi permanent et il s’eeoulera, pendant 
I’instant dt, a travers lc cerclc w, unc quantite de chalcur que mesure 
l’cxpression — Kcc odi. 

Ola pose, si I’on prend pour les valeurs des constantes A, a, b, c. 


les quantiles d, 777 ’ fp l’etat fixe du prisme sera exp rime par 


1 ’equalion 


Od <)d _ 

Ox ^ Oj n 


dd 


0 = 


Ainsi les molecules infiniment voisincs du point m auront, pendant 
l’instant di, la memo temperature actuelle dans le solicle dont l’etat 
est variable, et dans le prisme dont l’etat est constant. Done le flux 
qui a lieu au point m pendant 1 ’instant di, a travers le cercle inti- 
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niment petit <a, est Ie meme dans 1’un et l’autre solulc 

• . *-<?<•' lt 
exprime par — Jv w «r. 

On en conclut la proposition suivante : 


clone il esl. 


Si dans un solide dont les temperatures interieures vanent am: le temps , 
en tertu de Vaction des molecules, on trace une ligne droile quekonque at 
que Con eleve (fig. 5 ), aux differents points de celte ligne, les onion- 


Fi?. 5. 


✓ < 


\ 


- rr ^c' 




/P 


X? 

0 x 

iiees pm (Tune courbe plane egales aux temperatures de res points prises 
an meme instant, le flux de chaleur, en chaque point p de la droit(\ sent 
nroportionnel a la tangente de Vangle a que fait l'element de la eortrlta 
wee la parallele aux abscisses; e’est-a-dire que, si 1’on placai (. an point/J 
le centre d’un cercle infiniment petit co perpendicuIiiiro a la ligne, la 
quantite de chaleur ecoulee pendant an instant dt , a leavers co eerclo, 
dans le sens suivant lequel les abscisses Op croissant, a lira it, pour 
mesure le produit de quatre facteurs qui sont la tangente <te Tangle 1 , a, 
un coefficient constant K, Taire co du cercle ct la durec di doTinstanl • 


141. 

COROLLAIRE. 

Si 1 on represente par t 1 abscisse.de cette courbe ou la distance* 
d’un point p de la droite a un point fixe 0, ct par v l’ordonnee qui 
represente la temperature du point p, v variera avec la distance! £ ct 
sera unecertaine fonction/(e) de cette distance; la quantite <U cha- 
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leur qui s’ecoulerait a leavers le cercle co, place au point/? perpendi- 
culairement a la ligne, sera 


— ou ■—K 

on designant par jT(^) la fonction — pr '• 

Nous clonnerons a ce resultat Texpression suivante, qui facilite les 
applications : 

Pour connattre le flax actuel de la chaleur en un point p d\me droite 
trade dans un solide done les temperatures variant par Taction des mole¬ 
cules, il faut divisor la difference des temperatures de deux points infi- 
niment voisins du point p par la distance de ces points . Le flux est propor- 
tionnel an quotient ( 1 ). 

( l ) Plus cxactemonl il esi 6gal a ce quotient niultiplic par — Kw^, K d&signant tou- 
jours le coefficient de conductibilile et m la surface de F element normal a la droite. 

En deduisant les consequences de cello regie, Fourier aurailpu simplifier son exposition 
ot eviter quclqiics incertitudes quo nous signalorons plus loin. 

Supposons, en eflbl, quo Ton se propose de Irouverle flux de clialeur qui s’ecoule a tra¬ 
vel's un element &> dont la normalo prise dans un sons determine fait avee les axes coor- 
donnes los angles x, p, 7. Soionl .r, j*, js les coordonndes d’un point dol’Gldmcnl; si nous 
nous dcpla<;ons suivant la normalo en parcouranl line longueur infmimont petile (h, nous 
aurons dvideminont, [lour los dificrenlielles de .r, jq 2, les valours 

dx = ds cos d.y = ds cos ( 3 , dz = ds cos7 


et, par consequent, 




do , 
— dx 

(),i‘ 


de j 
-r— dy ~t~ 
<)y ‘ 



de dv , de 

.. - COS ct H-— COS p — 1 —r~ cos y 

dl' Of dz 


Lo llux do chaleur ctant, d'apres la regie de Fourier, 

¥ _ dy 7 
— K w -y- (It 
ds 

aura done pour expression 

r 7 / do de r . de \ 

~ Kc,) cU ( ch: C ° Sa * ~d} C ° S[3 Tz C0S7 ) * 

Si Ton introduit la notion, aujourd’hui bien r<$pandue, de la derivco d’une fonction de 
point relative a imo direction donndo, la r6glc de Fourier s’dnonce ainsi : 

Lcjlnx de chaleur cst cgal et de signe contraire au pradult de Kw dl par la derwee de 
la temperature par rapport a la no?'male u Velement, u Vinstant consider e, G*. D. 


I IS 


TUEORIE BE LA CHALEUR. 


142. 

TllEORiJlE IV. 

II est facile de deduire des theoremes precedents les equations gene¬ 
ra les de la propagation de la elialeur. 

Supposons que les differents points d’un solide homo gene d'tine for//ir 
(fiielconque aient regu des temperatures initiales qui variant sacoessiveme/i t 
parl'ejfet de Vaction mutueUe des moldcules et que l’equation 

e — /{ec,y, z, t ) 

represente les etats successes da solide, on va de/nonlrer que la fo nation r 
de qualre variables satisfait necessairemenl a l' equation 

dt ~~ CB V^ 2 df- + d: ! )' 

En effet, considerons lemouvement clc Ja chalcur dans une nmlo- 
eule comprise entre six plans perpendiculaircs aux axes des ,r, des v 
et des z; les trois premiers de ces plans passent par le point, m dont I os 
eoordonneessonta?,y, reties trois autres passent par hi point ni don I 
les coordonnees sont x +• dx, y + dy, z -h dz. 

La molecule re?oit pendant 1’instant dt, a travel's Ie, rectangle ini e- 
rieur dxdy qui passe par le point m, unc quantile de elialeur egah* h 

— K dx dy dt. 

J dz 

Pour connaitre la quantile qui sort de la molecule par la face opposiV, 
il suffit de changer dans l’expression precedente z en z-hdz, e’esj- 
a-dire d’ajouter a cette expression sa propre diflminlielle prise par 
rapport a s seulement; on aura done 

- 11 ' U r - Il d:,:d r ~<fd, ,lL 
pour la valeur de I, quantile qui sort a travers le rectangle 
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La merne molecule recoit encore, a travers le premier rectangle dxdz 
(jui passe par le point m, une quantite de clialeur egale a 

— K ~ dx dz dl • 
dy 

et, si l’on ajoute a cette expression sa propre differentielle prise par 
rapport a y seulement, on trouve que la quantite qui sort a travers la 
face opposec clxds a pour expression 

— K ~ dx dz dt — K ~ ( dy dx dz dt. 

Oy dy \0yJ 7 

Enfin cette molecule reqoit, par le premier rectangle dydz, une 
quantite do clialeur egale a 

— K.-^ dy dz dt. 

Ox 1 

et ce qu’cllc perd a travers le rectangle oppose qui passe par rn' a 
pour expression 

— K dy dz di — K -f- ( 4—^ dx dy dzdt. 

O.v J dx\dxj 

11 1'aut main tenant prendre la sonime des quantiles dc chaleur que 
la molecule recoil et cn retranclier la somme dc colics qu’cllc perd. 
On voit par la qu’il s’acciunule, durant I’instant dt, dans l’interieur de 
cette molecule, une quantite to talc dc chaleur egale a 

*(&*%+&)*'***■ 

II no s’agit plus que de eonnailrc quel est l'accroisscmcnt dc tempera¬ 
ture qui doit resuiter dc cette addition de chaleur. 

D etant la densite du solidc ou le poids de l’unite de volume, et C la 
capacity specifique ou la quantite de chaleur qui elfeve l’unite de poids 
de la temperature o a la temperature i, le produit C D dx dy dz 
exprime comhicn il faut dc chaleur pour el ever (le o a i la molecule 
don t le volume est dx dy dz. Done, on divisant par ce produit la nou- 
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vi-Ue quantite de clialeurque la molecule vient d’acqucrir, on aura son 

aceroissement tie temperature. On obtient ainsi 1 equation genetale 

dr _ K f d i t’ -±-—\ 

Ai dt " CD \ dx"- dv'~ dz- ) 

qui est celle de la propagation de la clialeur dans l’interieur do tons 
les corps sol ides ('). 

143. 

Independamment de cette equation, le systeme des tempera lures esl 
>ouvent assujetti a plusieurs conditions determinces, dont on tie pent 
donner une expression generale, puisqu’elles dependent de l’espeoe de 
la question. 

Si la masse dans laquelle la clialeur se propage a des dimensions 
iinies et si la superlicie est retenue par une cause speoiale dans itn 
etat donne; par exemple, si tous ses points conservent, on vertu do 
cette cause, la temperature constante o, on aura, en designanl la 
fonetion inconnue v par ^[x,y,s,t), l’equalion de condition 


/(x, J,s, O=o; 

il est necessaire qu’elle soit satisfaite pour tonics les valours de .r, r, 
^ qui appartiennent aux points de la surface cxtcrieure et pour urn* 
valeur quelconque de t. 

De plus, si 1 on suppose que les temperatures initiates du corps son t 
exprimees par la fonetion connue F (x,y,z), on a aussi I’ccjuaI ion 


la condition exprimee par cette equation doit etre rcrnplie pour les 


t ! ) II y a ici une remarque a presenter. Les raisonnements par lcsquols Fourier a etalih 
wnAqaaiton supposeat incitement que le corps solide jouit de propridtds que nous ox.pri- 

en JT 1 r h , MpS 6St is0tr °P e - Au rest0 > cost on suivanl so n.oLhodc 

SrJSS""? 7 5 , Lam6 ° nt tr ° Uv6 diilcrentiellos do la propa¬ 
gation aela chaleur dans les milieux eristallises. 1 
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valeurs des coordonnees x, y, z qui conviennent a un point guel- 
ronque du solide. 

ii4. 

Aa lieu d’assujettir la surface du corps a une temperature con- 
stante, on peut supposer que cette temperature n’est pas la memo 
pour les diflerents points de la surface et qu’elle vane avec le temps 
suivant unc loi donnee; e’est ce qui a lieu dans la question des tempe¬ 
ratures terrestres. Dans ce cas, l’equalion relative a la surface eontient 
la variable t. 


145. 

Pour examiner cn clle-meme et sous un point de vue tres general la 
question de la propagation de la clialeur, il faut supposer que le solide 
dont Fetal initial cst donne a toutes ses dimensions infinies; alors 
aucune condition speciale ne trouble la diffusion de la clialeur et la 
loi a laquelle ce principe cst soumis devient plus manifeste : elle est 
exprimee par l’equation generate 


<Jr _ Jv dN' d ; c\ 

<)t (TT) Vdi* + dP- 

a laquelle il fanl joindre cel le qui so rapporte ii Fetal initial et arbi¬ 
tral re du solide. 

Supposons que la temperature initiale d’une molecule dout les eoor- 
donnees sont ,r, r, z soit une fonclion connue ¥(.v,y,z) et designons 
la valour ineonmie r par cp(.r,v, =,/), on aura l’equation determince 

<p (■*,;>•, 3,o) -n F(.r, r, 3); 

ainsi la question est reduite a integrer 1’equation generate (A) en sorte 
qu’elle convicnne, lorsque le temps est nul, avec Fequation qui con- 
tie 111 la fonction arbitraire F. 

16 
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SECTION VII. 

Equation" gExErale relative a i.a siirealk. 

146 . 

Si Ie solide a une forme determinee, et si la clialeur primitive so 
dissipe successivement dans Fair atmospheriqiio entrelenu a mu* tem¬ 
perature constante, il faut ajouter a Fequation genbrale (A 1 <*( a oollo 
qui represente l’etat initial une troisieine condition relative a I'dlat <I<* 
la surface. Nous allons examiner dans Ics articles suivan Is la nature do 
Fequation qui exprime cette derniero condition. 

Considerons l’etat variable d’un solide dont. la clialeur so dissi|»e 
dans Fair, entretenu a une temperature fixe o. Soient. <» une parlie inli¬ 
niment petite de la surface exterieuro et jx mi point de ro, par lequel 
on fait passer une normale a la surface; Ics dillemils points do eoltr 
ligneont au meme instantdes temperatures dillbrenles. 

Soient o la temperature actuellc du [mint p, prise pour mi install! 
determine, et tela temperature corrcspondante d’un jioiui v du solide, 
pris sur la normale et distant du point [j. (Finn* quantile iiiliniinenI 
petite a. Designons par x, y, u les coordonnees du point o. et pm- 
.v -T- ox, y -+- q y, ; + o; cedes du point v; so ion I. 

/(.x,y,z)-.z:„ 

Fequation connue de la surface du solide, et 

Fequation generale qui doit donncr la valour de <■ on Four!ion des 
quatre variables x, y, z, i, En diflcrenliant I ’e<| u a I i o n /’ .r, r, ; ,, t 

on aura 

in clx + n cly h- p dz o; 


m 9 n f p sunt des fonctions d e x, y 7 z. 
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11 resulte du corollaire enonce dans Particle 141 que le flux dans le 
sens de la normale, ou la quantite de chaleur qui traverserait pendant 
I’instant dt la surface o>, si on la placait en un point quelconque de 
eette ligne perpendiculairement a sa direction, est proportionnel au 
quotient ({ue l’on oblient en divisant la difference de temperature de 
deux points infiniment voisins par leur distance. Done l’expression 
de ce (lux a l’extremite de la normale est 

— K-co clt, 

a 

K designant la conducibilite specifique de la masse. D’un autre cote, 
la surface to laisse eehapper dans l’air, pendant l’instant dt, une quan¬ 
tile de chaleur egale a 

hp w dt, 

h etanl. la conducibilite relative a l’air atmospberique. Ainsi le flux de 
chaleur a I’cxtremite de la normale a deux expressions ditferentes, 

savoir : Iwtodt et — K co dt ; done ces deux quantites sont egales, 

et e’est en exprimanl cette egalile que l’on introduira dans le calcul la 
condition relative a la surface. 


147. 


On a 

„ c)e ^ <)t ^ ()c > 

TV V 1-- ov = c -I- -r— o.r -I- oy + -c- 0. 

ijx <)y J oz 


Or il suit des principcs de la Geometric que lescoordonnees ox, or, 
go, qui lixenl. la position du poinL v de la normale par rapport au 
point (j., satislbnt aux conditions suivantes : 


p OJ- ::j. Hi OZ, p dr II OZ. 


i i Or dr 0r\ . 

dd-" h, %-~ } ' , Tz) 6z 


On a done 
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m 


uii a aussi 


m 


X = v ~ oV= - (/«* + rt* + p’-y- ('. 


n 

a= ? 0 -’ 


en designant par q la quantite («t J + /i 2 ■+}>')'; done 


tr — v ( dv dr dr 

--y--{ m Tx +n d}- +J) T;j<r 


par consequent l’egalite 

ir — r\ , 

- w at 

a ) 

devient la suivanle : 

dr dr dr h 
m - +n - +p - + RVq =o. 

Cette equation est determinee et ne s’appliquc qu’aux points do la sur¬ 
face; die est cello que 1’on doit joindre a Fequalion gendrain do la 
propagation de la chaleur (A) et a la condition qui determine Feint 
initial du solide; m, n,p, q sont desfonctions connues des e.oordonnees 
des points de la surface. 

148. 

L’equation (B) signifie, en general, que le decroisseinent de la tem¬ 
perature dans le sens de la normale, a 1’extremite du solide, est tel 
que la quantite de chaleur qui tend a sorlir cn vertu de I’aetiori des 


hva dt - 


K 


t 1 j II v a ici une remarque essentielle a faire. L’equaliou 


rh 


P 


1. 

(ni~ h- // 2 -+- p 2 ) 2 


nest exacte dans tous les cas que si Ton convient de donner un signe comenaltlo au 
radical 

i 

(w 2 h- /z--4- p 2 )~. 


U valeur de is etant parfaitement determinee quand on passe du point K au point v <■[ 
* ftant b distance des deux points a et v, it faudra donner au radical un s‘i«no lei qua la 
vaienrde * soit positive. Au reste nous reviendrons plus loin sur ce sujet. G. 1). 
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molecules equivaut toujours a celle que le corps doit prendre dans le 
milieu.' 

On pourrait concevoir que la masse du solide soit prolongee, en sorte 
que la surface, au lieu d’etre exposee a l’air, appartiennea la fois au 
corps qu’elle termine et a une enveloppe solide qui le contient. Si, 
dans cette liypothese, une cause quelconque reglait a chaque instant 
le decroissement des temperatures dans l’enveloppe solide et la deter- 
minait de maniere que la condition exprimee par l’equation (B) fut 
toujours satisfaite, l’aotion de l’enveloppe tiendraitlieu de celle de Tail*, 
et le mouvement de la clialeur serait le meine dans l’un et l’autre cas; 
on peut done supposer que cette cause existc et determiner, dans cette 
hypothese, l’etatvariable du solide: e’est ce que Ton fait en employant 
les deux equations (A) et (B). 

On voit par la comment l’interruption de la masse et Faction du 
milieu troublent la diffusion de la chaleur en l’assujettissant a une 
condition accidentelle. 

149. 

On peut aussi considerer sous un autre point de vue cette equa¬ 
tion (B) qui so rapporte a l’elat de la surface; il faut auparavant 
deduire une consequence remarqualilc du theoremc Ill (art. 110). 
Nous eonserverous la construction rapporlee dans lc corollaire du 
memo llieoreme (art. HI). Soient ,r, v, s les coordonnees du point p 
el 

.r cL/', )' -I- or, - H- os 

cellos d’un point q, intiniment voisin dc p et marque sur la droile dont 
il s’agit. Designons par e et w les temperatures des deux points/) et q 
prises pour le meme instant; on aura 

„ de , de % de 

iv -.e |- or — r -I- ox -+• -7- 0 )' -I- -p oz 

Ox or ' os 

N 

done le qnotien l ^ csl clonne par l’equation 

ov _ dr 6x Or or ()(’ oz 
ob Ox 3z + Or 3 b dz 3s 
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■! 1'itii a d’aillcurs 

OZ z=z \ ! 0X- -|- oy- H~ o- , 

ainsi la quantite de chaleur qui s’ecoulc a travel's la surface co, placer 
mi point m perpendiculairement a la droite, est 


— Ko) cli 


dr o.r 
dx ds 


dr oy dr dz\ 


Le premier terme est le produit dc — par dt el par co4- - Getle 

derniere quantite est, d’apres Ies principes dc la Geometric, Fairc de 
la projection de co sur le plan desjys; ainsi le produit represented la 
quantite de chaleur qui s’ecoulerait a travers l’aire de la projection, si 
mi la piaraif au point/? perpendiculairement a I’axe dies ,r. 

Le second terme — K^c »%(lt represent la quantite de clialeur 

qui traverserait la projection de co, faite sur le plan dcs .rs, si Ton pln- 

cait cette projection au point p parallelement a elle-meme. 

\ ^ - 

Entin, le troisieme terme — K—cn^dt represonle la cpianlile de 

chaleur qui s’ecoulerait pendant l’instant dt, a travers la projection 
de co sur le plan descry, si Ton plagait cette projection au point /> per- 
pendiculairement a la coordonnee s. 

On voit par la que la quantite de chaleur qui s’(iconic a travers charprc 
partie infiniment petite d une surface tracee dans 1‘in ten ear da solidc peat 
toujours elre decomposee en trois autres, qui penetrenl les trois projections 
wthogona/es de la surface selon les directions perpen diculaires au.v plans 
desprojections. Ce resultat donne naissance a dcs proprieles analogue's 
a celles que Ton remarque dans la theorie des forces. 


La quantite de chaleur qui s’ecoule a travers une surface plane iidi- 
mmentpetite co, donnee de figure et de position, etant equivalent a 
. qu. traversera.t ses trois projections orthogonales, il s’ensui t c { ue, 
M 0nc0a?oltdans 1’interieur du solide un element d’uuo figure quel- 
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eonque, les quantites de chalcur qui penetrent dans ce polyedre par 
scs differentes faces se compensent reciproquement; ou plus exac- 
tement, la somrnc dcs termcs du premier ordre qui entrentdans l’ex- 
pression de ces quantites de chaleur reques par la molecule estzero; 
en sorlo que la chaleur qui s’y accumulc en effet et faitvarier sa tem¬ 
perature ne pent etre cxprimec que par dcs termcs infiniment plus 
petits que ccux du premier ordre. 

On voit distinctemcnt ce resultat lorsqu’on etahlit l’equation gene- 
rale (A) en considerant le mouvement de la chaleur dans une mole¬ 
cule prismatique (art. 127 ct 142); on le demontre encore pour une 
molecule d’une figure quelconquc, cn substituant.a la chaleur recue 
par chaquc face cello que reccvraicnt scs trois projections. 

11 esl. d’ailleurs neccssaire que cola soit ainsi : car, si une des mole¬ 
cules du solide acqucrait pendant chaquc instant une quantite de cha- 
loiir cxprimcc par un terine du premier ordre, la variation de sa tem¬ 
perature serait infiniment plus grande quo cello dcs autres molecules; 
e’est-a-dire quo, pendant chaquc instant infiniment petit, sa tempera¬ 
ture augmeiilcrail ou diminuerait d’une quanLite finie, ce qui est 
eonlraire a (’experience. 

151. 

Nous aliens appliquor cette re marque a une molecule placee a la 
surface exte.rieiirc du solide. 

Par iin point a [Jig. 0), pris sur le plan des ,vy, inenons deux plans 

Kijf. Ii. 

II 

| 

I << , h 

! 1 i ' 

I ti i | c 


perpendiculaires, l’un ii l’axe des.r, l’autrc ii l’axc des y. Par un autre 
point, b du mcme plan, infiniment voisin de a, nienons aussi deux 
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plans parallels aux deux precedents; les ordonnecs s elcvccs aux 
points a, b , c, d jusqu’a la surface exterieure du solidc marqueronl 
sur cette surface quafre points a! , //, c', d' et scront les aretes d’liu 
prisme tronquedont la base est le rectangle abed. Si par le point a', 
qui designe lenioins eleve des quatre points a', b' , c', d', on fail passer 
un plan parallele a celui des xy, on retranchera du prisme tronque 
one molecule dont une des faces, savoir a’b'c'd ', sc confond avee la 
superficiedu solide. Les valeurs des quatre ordonnees aa\ cc , dd', bb' 
sont les suivantes: 

act'— z, 

r dz 7 

cc =z -y- —— dec. 

dec 

dd 1 — z —dy, 
dr • 

bb'— z -H ^ clx 4- ^f-dy. 
ox dv 4 


152. 

L une des faces perpendiculaires aux x est un triangle, el la fare 
opposee est un trapeze. L’aire du triangle est 

J , dz 

r l ?Tv y ’ 

et le flux de cbaleur dans la direction perpendieulairc a cello surfarr 
etant - K^, on a, en omettant le facteur dt, 


pour 1’expression de la quantite de cbaleur qui penclrc pendant un 
instant dans la molecule, a travers le triangle dont il s’agit. 

L aire de la face opposee est 


\ d y( ds 


\dx 


dx - 


/ dz 
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et Ic flux perpend iculaire a cette face est aussi — K^> en supprimant 

les tonnes du second ordre, infiniment plus petits que ceux du pre¬ 
mier; on rctranchera la quantite de chaleur qui sort par cette seconde 
face de celle qui entre par la premiere, et Ton trouvera 


Cc termc exprime combien la molecule reqoit de chaleur par les 
faces perpendiculaircs aux x. 

On trouvera par un calcul semblable que la meme molecule reeoit 
par les faces perpcndiculaires aux y une quantite de chaleur egale a 

K b ± d *dxdy. 
oy Or J 


La quantite de chaleur que la molecule re?oit par la base rectangu- 


laire est 


— K 



Enfin elle laisse dchappcr dans l’air, a travel's la surface supe- 
ricure a'b'c'd, une ccrlaine quantite de chaleur egale au produit 
de hv par l’etondue dc cette surface. La valeur de co est, selon les 

prineipes connus, celle dc dxdy multipliee par lc rapport i designo 

la longueur de la normalc, depuis la surface extcricure jusqu’au plan 
des ay, et Ton a 

f fdz V fdz 
£ ~~~' 1 

done, la molecule peril a leavers sa surface a'b’c'd' une quantite de 
chaleur egale ii 

hr dx dy ■§• 



Or les termcs du premier ordre qui cnlrcnt dans l’expression de la 
quantile lolale ( 1(3 elialcur acquisc par la molecule doivent se detruire, 


F. 


*7 
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pour que la variation des temperatures ne soit pas a cliaque instant 
one quantile finie; on doit done avoir l’equation ( 1 ) 

K t d -± dx dv + K ^ f dx dy- K t. dx dj - hv i dx dy = o 
dx dx " dy dy <J“ 


h £ dv dz dv dz 

K 1 ~z dx dx dy dy dz 


153 . 

En raettant pour ^ et ^ leurs valeurs tiroes de 1 equation 

m dx -+- n dy -+- p dz = o 


t 1 ) Ici encore il y a defaut de precision dans retablissemenl do l’oquation a In surface. 
La methode suivie par Fourier suppose, ce qui peut fort bion no pas arrivor, quo lo sol id o 
dont il considfcre toutes les faces soit plac£ h l’interieur du corps. 

Au reste, on obtient immediatement cette Equation si Ton dvaluo, d’apres la rbglo donneo 
dans une Note precedente (p. 117 ), le flux de chaleur qui passe a travers un element infl- 
niment petit w de la surface; a, p, 7 designant les angles quo fait avec les axes la norm ale 
e.xterieure an corps , le flax a pour expression 

„ 7 f dv dv n <)v \ 

— Kvdt f — cosa j^cosp -h y, cos 7 j. 


Comrae il doit etre egal a //&>(> — £), £ designant la temperatures oxldrieure an contact 
de Element, on a 

TT {ifo dv n dv \ , . 

(B ) K ( — COSa-f- — COSp 4- ^ COS 7 J -4- h(v~~- £ ) - O. 


En faisant 1 = o et en remplaoant les cosinus par lours valours dfuluilcs des equations 

cos a _ cos p _ cosy __ db i 
m 11 P \/W 2 -h n l ri • jj 2 

on retrouve l’equation (B), mais avec un signo parfaitomont determine pour lo radical q- 
L’equation (B'), donnde plus haut, peut encore s’ 6 criro 

(B”) -K^ + A (( —?)=o, 

dv 

designant la ddrivee de v suivant la normale & la surface, iuta'rieun- an corps. 

Cl. L). 
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ot designant par q la quantite ( m- -+- rd +- p 2 ) 2 , on a 

, de , r de t . d<> , 

( B ) K m — 4- K a 4- K/? -4 hvq = o ; 

on connait ainsi d’une maniere distincte cc que represente chacun de* 
ternies de cette equation. 

En les prenant tous avec des signes contraires et lcs multipliant pa 
le rectangle dxdy, le premier exprime combien la molecule re<joit di 
clialeur paries deux faces perpendiculaires auxaj.le deuxieme combiei 
ellc en reqoit par ses deux faces perpendiculaires aux y, le troisi'em 
combien elle en re^oit par la face perpendiculaire aux s, et le qua 
Irieine combien elle en regoit du milieu. L’equation exprime done qu 
la somme de tous cos termes du premier ordre est nulle, et que la cha 
leur acquise nc pout elre represent.ee que par des termes du secon 
ordre. 

154 . 

Pour parvenir a cette equation (B), il faut considerer une des moL 
rules dont la base est a la surface du solidc comme un vase qui re§o 
ou perd la cbaleur par ses diderentes faces. L’equation signifie qi 
tous les termes du premier ordre qui entreat dans l’expression de 
clialeur acquise se delruiscnt mutuellement, en sorle que cet accroi 
sement de clialeur ne pout etre exprime que parties termes du secor 
ordre. On pout doimer a cette molecule, ou la forme d’un prisme dre 
dont I’axe est perpendiculaire a la surface du solide, ou cede d’l 
prisme tronque, ou une forme quelconquc. 

L’equation generale (A) suppose que tous les termes du premi 
ordre se detruisent dans l’interieur de la masse, ce qui est evide 
pour des. molecules prismatiques comprises dans le solide. L’equ 
tion (B) exprime le memo resultat pour les molecules placees a 
limites des corps. 

Tels sont les points de vue generaux sous lesquels on peut envisas 
cette partie de la llicorie de la clialeur. 
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I/equation 

dt ~ CI)\dr 2 dy* dz*J 

represente le mouvement de la chaleur dans 1’interieur des corps. Go 
theoreme fait connaitre la distribution instantanee dans toutes les 
substances solidesou liquides; on en pourrait deduire l’cqualion qui 
convient a chaque cas particulier. 

Nous ferons cette application, dans les deux articles suivauts, a la 
question du cylindre et a celle de la sphere. 

SECTION VIII. 

APPLICATION DES EQUATIONS GfiJtfiHALKS. 

155. 

Designons par r le rayon variable d’une enveloppe cylindrique qucl- 
conque et supposons, comme precedemment dans radicle L18, quo 
toutes les molecules egalement eloignees de l’axe ont a cliaquo. instant 
une temperature commune; v sera une fonction de r et l; r esl une 
fonction de y, s, donnee par 1’equation t 2 = z- II esl evident en 
premier lieu que la variation de v par rapport a oc esl nulle; ainsi le 

terme ^doit etre omis. On aura maintenant, suivant les principcs du 
Caleul differentiel, les equations 



dv dv dr 

d*v 

d 2 v , 

?dr\ 

2 

dv <)*r 


si 

i 

%i 

In 

11 


&) 

-h 

dr 


dv __ dv dr 

d*v 

dU'i 

'dr\ 

2 

dv d m *r 


dy dr dv 5 

df-~ 

= dF-( 

Jy) 

_j_ 

57 5p“ ; 

done 






(«) 

*1 . d 2 (’[| 

dz* dy- dr- |_ 

tdr\* 
\dz) + 

($)' 

]+ 

dv 

Tr 

fd*r d*r 

\dz' 2 H dy* 

11 faut 

remplacer dans le second membre 

les quantites 


dr 

dr 

d 2 r 

d’-r 




dz 

’ dy’ 

dz’- 5 

dy- 
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pai leurs valeurs respectiyes; pour cola, on tircra de l’equation 


dr 

( dr'' 

v 3 d 2 r 

r dl’ 

'-[dz, 

) ~ hr dF 

dr 

(dr n 

\ 2 cP r 


1 ~ W, 

)* r ip 


et, par consequent, 


- r 2 = r- jj 


()rV- /dr 

Tz) + (jf 


dr V- 

W J 


(Tr 

dz* dy* ' ’ 


a premiere equation, dont lc premier membre est egal a r 8 , donne 

dr\* 


(/>) 


la scconde donne, Iorsqu’on met pour 



dr_ 

Jy 


sa valeur i, 


(<•■) 


<Ll d h’ - i 

dz* + dy 2 ~ /■' 


Si inaintenanl. on subslituc dans l’dquation («) les valours donnees 
par les equations (/>) et (e), on aura 

<Pv <Pv _ (Pv r ()i\ 

<)z* ' ()}’- dr ' 1 1 r dr* 


done l’equalioii qui exprime le mouvement de la chaleur dans le 
cylindre est 

(h ’ _K_((Pr i dr\ 

dt ~ CD Wr 2 + /• dr)’ 


c<>mine on l’a trouve precedemment (art. 119). 

On poumail aussi me point supposcr que les molecules egalement 
eloignees de 1’axe ont rec;.u une temperature initiate commune; dans 
cc cas on parviendrail a une equation beaucoup plus generate. 
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156 . 

Pour determiner, au moyen de 1’equation (A), Ie mouvemcnt do I 
chaleur dans une sphere qui a ete plongee dans un liquide, on rogai 
dera e comme une fonction de r et t; r est une fonclion do .r, y, 
donnee par 1’equation 


retant le rayon variable d’une enveloppe. On aura ensuite 


dv _ dv dr 

dx dr dx ’ 

dv _ dv dr 

dv dr df’ 


djx_ 

d* v 

/dr" 

\ 2 r)t’ d~ r 

dx 2 

dr 2 

[dx, 

) + dr dx 1 

d 2 v 

d 2 v 

(dr" 

\* < r ~'’ 

dj 2 ~ 

dr 2 1 

U >0 

) + Tr dp 


dv_dvdr Pv_dU’/dr\* dv d 2 r 
Oz ~ dr dz’ dz 2 ~~ dr' 1 \ dz ) ~ l ~ dr dz 2 


En faisant les substitutions dans Pequation generale 
dt ~ CD \dr* + Oy 2 dz 2 )’ 

on aura 


(«) 


dv _ K 
dt~ CD 



\l 

dz 2 } \ 


L’equation a? 2 +j 2 -t-3 2 = T^ 2 fournit les resultals suivanls : 


x—r 


y 




dx ’ 
dr 

37 ’ 

dr 



r) 2 /' 
d.r' 1 y 

dV 
dj~ ’ 

<Pr 

dz*' 


Les trois equations du premier ordre donnen t 
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Les trois equations du second ordre donnent 



el, niettant pour 


dr' 

dx 



d-r d l r 
dx 2 + dy'- 


jz'j la valeur i, on a 

d*r _ 2 


Faisant les substitutions dans l’equation (a), on aura l’equation 

dv_ A-[Oil 
dt CP \ dr- + r dr)’ 


qui estla mdme que eclle de Particle 114. 

L’equation conliendrait un plus grand nombre de terraes si l’on i 
snpposait point que les molecules egalement eloignecs du centre o 
rc<;.u la memo temperature initialc. 

On pourrait aussi deduiro de l’equation determinee (B) cedes q 
expriment Fetal de la surface dans les questions particulieres ou l’i 
suppose qu’un solide d’une forme donnee communique sa chaleur 
Fair atmosplierique, mais le plus souvent ces equations se presente 
d’olles-niernes, et la forme cn est tres simple lorsque les coordonne 
sont choisies eonvenablenrent. 


SECTION IX. 


BKMARQDES G SnISR A T.ES . 


157. 

La reclierchc des lois du mouvement de la chaleur dans les solid 
consiste maintenant a integrer les equations que nous avons rappi 
tees: e’est l’objet des Chapitres suivants; nous terminerons celui 
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par des remarques generates sur la nature des quantites qui entrent 

dans nofre analyse. 

Pour mesurer ces quantites et les exprimer en nombres, on les com¬ 
pare a diverses sortes d’unites, au nombre de cinq, savoir : l’unite de 
longueur, l’unite de temps, celle de la temperature, colie du poids et 
enfin 1’unite qui sert a mesurer les quantites de chaleur. On aurait 
pu choisir pour cette derniere unite la quantite de chaleur qui eleve 
un volume donne d’une certaine substance dcpuis la temperature o 
jusqu’a la temperature i. Le choix de cette unite serait preferable a 
plusieurs egards a celui de la quantite de chaleur necessaire pour con- 
vertir une masse de glace d’un poids donne en une masse pared 1c 
d’eau, sans elever la temperature o. Nous n’avons adopte cette der¬ 
niere unite que parce qu’elie etait en quelque sorte fixee d’avancc dans 
plusieurs Ouvrages de Physique; au reste, cette supposition n’appor- 
teraitaucun changement dans les resultats du calcul. 

158. 

Les elements specifiques qui determinent dans chaque corps les 
effets mesurahles de la chaleur sont au nombre de Irois, savoir : la 
eonducibilite. propre, la eonducibilite relative a Pair atmospherique et 
la capaeite de chaleur. 

Les nombres qui expriment ces quantites sont, commc la pesanteur 
specifique, autant de caracteres naturels propres aux diverses sub¬ 
stances. 

Nous avons deja remarque (art. 36) que la eonducibilite de la sur¬ 
face serait mesuree d’une maniere plus exacte si l’on avail, des obser¬ 
vations suffisantes sur les effets de la chaleur rayonnnnte dans les 
espaces vides d’air. 

Onpeut voir, comme nous l’avons annonee dans la Section 1 du Cha- 
pitre I (art. 11), qu il n entre dans le calcul quo Irois coefficients 
specifiques K, h, C; ils doivent etre determines par des observations 
et nous indiquerons par la suite les experiences propros a les faire 
connaitre ayec precision. 
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159. 

Le nombrc C, qui entre dans le calcul, est toujours multiplies par la 
densite D, c’est-a-dirc par le nombre d’unites de poids qui equivalent 
au poids de Funite de volume; ainsi ce produit C D peut etre remplaee 
par le coefficient c. Dans ce cas, on doit entendre, par capacite speci- 
fique de chaleur, la quandte necessairc pour elever de la tempera¬ 
ture o a la temperature i Funite de volume d’une substance donnee 
et non l’unitc de poids de cette substance. C’est pour nc pas s’eloigner 
des definitions communes quo l’on a rapporte dans cet Ouvrage la 
capacite de chaleur au poids et non au volume; mais il serait prefe¬ 
rable d’employer le coefficient c, tel que nous venons de le definir; 
alors il n’cntrera dans les expressions analytiques aucune grandeur 
mcsurec par l’unite de poids; on aura sculement a considerer : 

i° La dimension lineaire x, la temperature e et le temps t; 

2 ° Les coefficients c, h et K. 

Les trois premieres quantites sont des indeterminees, et les trois 
autres sont, pour eliaque substance, des elements constants que l’ex- 
perienec fait connaitre. Quant a l’unite de surface et a funite de vo¬ 
lume, olios n’ont rien d’absolu et dependent de l’unite de longueur. 

160. 

11 faul inainteiiant remarquer quo eliaque grandeur indelerminee ou 
constante a une dimension qui lui est propre ct que les termes d’une 
memo equation ne pourraient pas etre compares, s’ils n’avaient point 
1c dqciuc exposani de dimension. Nous avons introduit cette considera¬ 
tion dans laTheorie de la chaleur pour rendre nos definitions plus fixes 
et servir a verifier le calcul; ellc derive des notionsprimordiales sui¬ 
tes quantites : e’est pour cette raison que, dans la Geometrie et dans la 
Mecaniquc, ellc equivaut aux lemmes fondamenlaux que lesGrecs nous 
ont laisses sans demonstration. 


138 


THEORIE DE LA CHALEUR. 


161. 

Dans la theorie analytique de la ckaleur, toute equation (E) exprimc 
une relation necessaire entre des grandeurs subsistantes cc, t, e ,c, h, K. 
Cette relation ne depend point du choix de Punite de longueur, qui d e 
sa nature est contingent; c’est-a-dire que, si Ton prenait une unite dif- 
ferente pour mesurer les dimensions lineaires, Pequation (E) serait 
encore la meme. Supposons done que Punite de longueur soit cliangee 
et que sa seconde valeur soit equivalente a la premiere divisee par m. 
Une quantite quelconque a? qui, dans Pequation (E), represente une 
certaine ligne ab et qui, par consequent, designe un certain nombre 
de fois Punite de longueur, deviendra mx, afin de correspondre a la 
meme grandeur ab-, la valeur it du temps et la valeur ? de la tempera¬ 
ture ne seront point changees; il n’en sera pas de meme des elements 

specifiques 7i,K, c : le premier h deviendra car il exprimc la quan¬ 
tity de chaleur qui sort, pendant Punite de temps, de Punite de surface; 
a la temperature i. Si l’on examine avec attention la nature du coef¬ 
ficient K, tel que nous Pavons defini dans les articles 68 ct 135, on 

reconnaitra qu’il devient —; car le flux de chaleur est on raison 

directe de Petendue de la surface et en raison inverse de la distance 
des deux plans infinis (art. 72). Quant au coefficient c qui represente 

le produitGD, il depend aussi de Punite de longueur ot devient 

done Pequation (E) ue doit subir aucun changement si Pon eerit, au 

lieu de x, mx, et en meme temps —, A, — au lieu de K, h, c; le 

nom,bre m disparaitra de lui-meme apres ces substitutions : ainsi la 
dimension de x par rapport a Punite de longueur est i; cello de K est 
i, celle de h est — 2 , et cel le de c est — 3. Si l’on attribue a cliaquc 
quantite son exposant de dimension, Pequation sera homogene, parcc 
que chaque terme aura le meme exposant total. Les nombres tels que 
s, qui representeraient des surfaces ou des solides, ont la dimension •> 
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dans le premier cas, et la dimension 3 dans le second. Les angles, les 
sinus et autres fonctions trigonometriques, les logarithmes ou expo- 
sants de puissance sont, d’apres les principes du calcul, des nombres 
absolus qui ne changent point a\ee l’unite de longueur; on doit done 
trouver leur dimension egale a o, qui est celle de tous les nombres 
abstraits. 

Si I’unite de temps, qui etait d’abord i, devient L le nombre t sera 

nt et les nombres ac et 9 ne changeront point. Les coefficients K, Ji, c 
TC. It 

seront —> c. Ainsi, les dimensions de x, t, r, par rapport a l’unite 

dc temps, sont o, r, o ct celles de K, h, c sont — 1 , — 1 , 0 . 

Si 1’unite de temperature etait changee, en sorte que la tempera¬ 
ture x devint celle qui repond a un autre effet que l’ebullition de 
l’eau, et si cet effet exigeait une temperature moindre, qui fut a celle 
de I’eau bouillantc dans le rapport de 1 au nombre p, v deviendrait vp, 
.v et t conservcraicnt leurs valeurs et les coefficients K, h, c seraient 
K h c 
p' p’ ?’ 

Le Tableau suivant represente les dimensions des trois indetermi- 
nces et des trois constantes, par rapport a chaque sorte d’unite : 


Ibxposanl do dimension de ,r... 

» t. ... 

» e... 

La conducil)ilil6 specifiquo K. . 
La coiulucibilit6 do la surface h 
La capacity de clmleur c . 


Longueur. 

Durde. 

Temperature 

1 

r> 

0 

0 

t 

0 

0 

0 

1 

: [ 

— f 

— 1 


162. 

Si Ton eonservait les coefficients C et D dont le produita ete repre¬ 
sente par c, on aurait encore a considerer l’unite de poids et l’on trou- 
verait que l’exposant de dimension, par rapport a F unite de longueur, 
est — 3 pour la densite D et o pour €. 

E 11 appliquant la regie preccdente aux differentes equations et a 
leurs transformces, on trouvera qu’elles sont homogenes par rapport a 
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eiiaque sorte d’anite et que la dimension de toute quantile angulaire 
ou exponentielle est nulie. Si cela n’avait point lieu, on aurai t comm is 
quelque erreur dans le caleul ou Ton y aura it iutroduit des expres¬ 
sions ahre^ees. 

Si Ton clioisit, par exemple, 1’equation ( b) de Particle I Of) 

,h_ K d l v _ hi 
dt ~ C1) dx* CDs’ 

on trouve que, par rapport a 1 ’unite de longueur, la dimension de 
chacun des trois termes est o, qu’elle est r pour Punitc dc tempera¬ 
tures et — i pour Punite de temps. 

Dans Pequation e=Ae JVh/ de Particle 76, la dimension lineaire dt* 

ehaque terme est o, et 1’on voit que celle de l’exposant x\J est 

toujours nulle, soit pour Punite lineaire, soit pour la duree ou la tem¬ 
perature. 
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PROPAGATION DE LA CIIALEOR DANS UN SOL1DE PECTANGULAIRE INFINL 


SECTION I. 

EXPOSITION DK IA QUESTION. 

163. 

Lcs questions relatives ii la propagation uniforme ou au mouvement 
varie de la chaleur dans 1’interieur des solides sont reduites, par ee qui 
precede, a des proldemes d’Analyse pure, et les progres de cette partie 
de la Physique dependronl. desorinais de ceux que fera la science du 
calcul. Les equations diHerenliellcs quo nous avons demontrees con- 
tiennent lcs resultats principaux.de la theorie; elles expriment, de la 
maniere la plus generate ot la plus concise, les rapports necessaires de 
I’analyso nunierique avec une classe Ires etendue de phenomenes, et 
reunisscnt pour toujours auxsciences malheinatiques une des brandies 
les plus impoiTanles de la Philosophic naturelle. 11 nous reste mainte- 
nant ii decouvrir l’usage quo l’on doi t laire de ces equations pour en 
deduire des solutions completes ct d’unc application facile. La ques¬ 
tion suivanle ofl'rc le. premier exemple de l’analyse qui conduit a ces 
solutions; cllc nous a paru plus propre qu’aucune autre ii faire con- 
naitre les elements de la methode quo nous avons suivie. 


164. 


Nous supposons qn’uno masse solide liomogene est contenue cntie 
deux plans verlicaux B et C parallels et infinis, et qu’on la divise en 
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deux parties par un plan A perpendiculaire aux deux auties {fig. 7 ), 
nous allons considerer les temperatures de la masse BAG comprise 
entre les trois plans infmis A, B, C. On suppose que 1 autre partie 
B'AC'du solide infini est une source constante de chalcur, c est-a-dire. 
que tous ses points sont retenus a la temperature 1 , c|ui no pent 
jamais devenir moindre ni plus grande. Quant aux deux solules late- 
raux compris, Tun entre le plan C et le plan A prolonge, 1 autre entie 


rij;. 7. 


Bi 


rv 


X 


G 




le plan B et le plan A prolonge, tous leurs points ont unc temperature 
constante o, et une cause exterieure leur conserve tou jours cette me me 
temperature; enfin, les molecules du solide compris entre A, B et, G 
ont la temperature initiale o. La clialeur passera successivemenl <lu 
foyer A dans le solide BAC; elle s’y propagera dans lc sens de la lon¬ 
gueur qui est infinie, et en meme temps elle se detournera vers les 
masses froides B et C qui en absorberont une grande partie. Les tempe¬ 
ratures du solide BAC s’eleveront de plus en plus; mais dies 11 c pour- 
ront outre-passer ni meme atteindre un maximum de temperature, qui 
est different pour les differents points de la masse. 11 s’agit de connaitre 
l’etat final et constant dont l’etat variable s’approclic do plus cn plus. 

Si eet etat final etait connu et qu ’011 le format d’abord, il subsiste- 
rait de lui-meme, et e’est cette propriety qui le distingue de tons les 
autres. Aussi la question aetuelle consiste a determiner les tempera¬ 
tures permanentes d’un solide rectangulaire infini, compris entre deux 
masses de glace B et Get une masse d’eau bouillante A; la considera¬ 
tion des questions simples et primordiales est un des moyens les pi us 
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certains de decouvrir les lois des phenomenes nafurels, et nous voyons, 
par l’liistoire des Sciences, que toutes les theories se sont formees sui- 
vant cette metliode. 

165. 

Pour exprimer plus brievement la meme question, on suppose qu’une 
lame rectangulaire BAC, d’une longueur infmie, est echauffee par son 
extremite A ct conserve dans tous les points de cette base une tempe¬ 
rature constante x, tandis que chacune des deux aretes infinies B et C, 
perpendiculaires a la premiere, est aussi assujettie dans tous ses points 
a une temperature constante o; il s’agit de determiner quelles doivent 
etre les temperatures stationnaires de cliaque point de la lame. 

On suppose qu’il ne se fait a la superficie aucune deperdition de cha- 
leur ou, ce qui est la memo chose, on considere un solide forme par la 
superposition d’une infinite de lames pareilles a la precedente; on 
prend pour l’axc des x la droite ox qui partage la lame en deuxmoi- 
ties, el les eoordonnecs de chaquc point to sont a; cty; enfm on repre¬ 
sente la largeur A de la lame par 2 I ou, pour abreger le caleul, par t, 
valeur de la domi-circ 011 ference. 

Concevons qu ’1111 point m de la lame solide BAC, qui a pour coor- 
donneos x et j, ait la temperature actuelle e, et que les quantiles e qui 
repondent aux diderents points soient telles qu’il 11 c puisse survenir 
aucun ehangeinenl dans les temperatures, pourvu que celle de cliaque 
point de la base A soil: loujours 1 , et que les cotes B et C conservent 
dans tous lours points la temperature 0 . 

Si l’on (ilevail en cliaque point m une coordonnee verticale egale a 
la temperature c, on 1‘ormerait une surface courhe qui s’etendrait au- 
dessus de la lame et se prolongcrait a I’infini. Nous clierclierons a con- 
naitre la nature de cette surface, qui passe par une ligne parallele 
elevee au-d(‘ssus de l’axc des y a une distance egale a l’unite, et qui 
coupe le plan horizontal suivanl. les deux aretes infinies paralleles 
aux .r. 
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166. 

Pour appliquer 1’equation generale 

dc _ K / <P(’ d-e <?V\ 
dt CD + dy 2 d~- )’ 

on considerera que, dans le cas dont il s’agit, on fail abstraction d uno 
coordonnee z, en sorte que le terme doit etrc omis; quant au pre- 
mier rnembre il s’evanouit puisqu’on veut determiner les tompena¬ 
tures stationnaires; ainsi l’equation qui convient a la question aetuelle 
et determine les proprietes de la surface courbe chcrcliee cst cclle-ei 

{rt,) W 2 ^dP~°' 

La fonction <p(x,y) de x et y, qui represente l’etat permanent tin 
solide BAC, doit: 

i° Satisfaire a l’equation (a); 

2 ° Devenir nulle lorsqu’on substitue — ^ ou -+- ^ au lieu do v, 
quelle que soit d’ailleurs la valeur de x\ 

3° Etre egale a l’unite, si l’on suppose x = o el si Ton allribue a v 

une valeur quelcouque comprise entre — ^ et + 

11 faut ajouter que cette fonction <p(a?,j) doit devenir extremement 
petite lorsqu’on donne a a? une valeur tres grande, puisque louto la 
ehaleur sort du seul foyer A. 

167. 

Afin de considerer la question dans ses elements, on elierchera en 
premier lieu les plus simples fonctions de x et y, qui puissent salis- 
taire a 1 equation (a); ensuite on donnera a cette valeur de e une 
expression plus generale, afin de remplir toutes les conditions enon- 
cees. Par ce moyen la solution acquerra toute l’etendue qu’elle doit 
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avoir, et Ton demontrera que la question proposee ne peut admettre 
aucune autre solution. 

Les fonctions de deux variables se reduisent souvent a une expres¬ 
sion moins composee lorsqu’on attribue a l’une des variables ou a 
toutes les deux une valeur infinic; c’est ce que l’on remarque dans les 
fonctions algebriques qui, dans ce cas, equivalent au produit d’une 
fonction de x par une fonction de y. Nous examinerons d’abord si la 
valour de e peut etre representee par un pared produit; ear cette fonc¬ 
tion e doit representor l’etat de la lame dans toute son etendue, et par 
consequent celui des points dont la coordonnee x est infinie. On 
ecrira done 

<’= f (■*)/(/); 


df- 


substituant dans l’equation ( a ) et designant par F"(/) et 

par/"( 7 ), on aura 

['(•«) Ay) ~ ’ ' 


on pourra done supposer 

F"(.r) _ 

F(.F) ~ 


m- 


et 


/"(■r) 

/(/) 


m etantunc constanto quclconque; et, comme on se propose seulement 
dc trouver une valeur pari,iculiere de v, on deduira des equations pre- 
cedentes 

F (. v ) = c~ mx , / (y) — cos my. 


168 . 

On ne pourrait, point supposer que m est un nombre negatif, e.t l’on 
doit necessairement cxclurc toutes les valeurs particulieres de v oil il 
entrerait des lermes tels que e" ,x , m ctant un nombre positif, parce que 
la temp era lure o ne peut point devenir infinic lorsque x est infiniment 
grande. En eiret, la clialeur n’etant fournie que par la source con- 
stantc A, il ne peut en parvenir qu’une portion extremement petite 
dans les points de l’espace qui sonttreseloignesdu foyer. Le reste se 
F. f 9 
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detourne de plus en plus vers les aretes infinies B et C ct se perd dans 
les masses froides qu’elles terminent. 

L’exposant m qui entre dans la fonction e~ mx cosmy n’est pas de¬ 
termine, et Ton peut choisir pour cet, exposant un nonibre positif 
quelconque; mais, pour que v devienne nulie en faisant y=—~ ou 

v = 4 - ^> quelle que soit x, on prendra pour m nn des tonnes de la 
suite i,3, 5, 7 , par ce moyen la seconde condition sera remplic. 

169. 

On formera facilement une valeur plus generate de v en ajoutant pi 11 - 
sieurs termes semblables aux precedents, ct Ton aura 

( b) t’ = ae~ x cos/ - 1 - be~ ix cos 3/ 4 - ce~~ oX cos5 y -+- de~ 7x cos 7 y -+-.... 

II est evident que eette fonction v, designee par y(x,y), satisfait a 
l’equation 

d- v d 2 (>_ 

d.rf- dy- ° 

et a la condition 



II rested remplir une troisieme condition, qui est oxpriniec ainsi 

9(0,7) =1; 

et il est necessaire de remarquer que ce resultat doit avoir lieu lors- 
qu on met pour y une valeur quelconque, comprise entre — — <■{. 

-t--• On ne peut en rien inferer pour les valeurs quo prendrait la 
fonction 9 ( 0 , j) si Ton mettait au lieu de y une quantitc non com¬ 
prise entre les limites — ^ et 4-~ L’equation ( b ) doit done dire 
assujettie a la condition suivante : 

1 = a cos/ 4 - b cos 3/ 4- c cos 5/ 4- d cos 77 + _ 

C’esuu mojen decette equation que l'on determinera les coefficients a, 

b, e, d, *„., dont le nombre est infini. 
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Le second mombre est une fonction de y, qui equivaut a l"unitc 

toutcs les fois que la variable y est comprise entre — ^ et 4 - -- On 

pourrait douter qu’il existat une pareille fonction, mais cette question 
sera pleinement eclaircie par la suite. 

170. 

Avant do donner le calcul des coefficients, nous remarquerons 1’etTet 
que represente chacun des termes de la serie dans 1 ’equation ( b). 

Supposons que la temperature fixe de la base A, au lieu d’etre egale 
a Punitc pour lous ses points, soil, d’autant moindre que le point de la 
droite A est plus cloigne du milieu o, et qu’elle soit proportionnelle 
au cosinus de cette distance; on connaitra facilement dans ce cas la 
nature clc la surface courbe dont l’ordonnee vertic-ale exprime la tem¬ 
perature v, ou f(w,y). Si Ton coupe cette surface a l’origine par un 
plan perpcndiculairc a l’axe des x, la courbe qui terniine la section 
aura pour equation 

v = aco$y; 

les valeurs des coefficients seront les suivantes 

a r™ a, b -jzz o, c — o, d ~ o, 

ainsi de suite, et [’equation de la surface courbe sera 

(> = ae~ x cos/. 

Si l’on coupe cette surface perpendiculairement a 1’axe des y, on 
aura une logarithmique dont la convexite est tournee vers l’axe; si on 
la coupe perpendiculairement a l’axe des x, on aura une courbe frigo- 
nometrique qui tourne sa concavite vers I’axe. II suit de la que la fonc¬ 
tion a toujours unc valeur positive, et que celle de |^ 2 est toujours 

negative. Or (art. 123), la quantite de cbaleur qu’unemolecule acquiert, 
ii raison dc sa place entre deux autres dans le sens des x, est propor- 
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tionnelle a la valeur de il s’ensuit done que la molecule mtorme- 

diaire regoit, de celle qui la precede dans le sens des x, plus de chalour 
qu’elle n’en communique a celle qui la suit. Mais, si 1’on considcre 
cette xneme molecule comme placee entre deux autres dans le sens 

desy, la fonction ^ etant negative, on voit que la molecule interme- 

diaire communique a celle qui la suit plus de chaleur qu’clle n’en 
recoit de celle qui la precede. II arrive ainsi que l’exceclcnt de chaleur 
qu’elle acquiert dans le sens des x compense exactcment co qu’clle 
perd dans le sens des y, comme l’exprime 1’equation 

d 2 v d- v 

-- H-~-- - O. 

ox - ay - 

On connait ainsi la route que suit la chaleur qui sort du foyer A. El hi 
se propage dans le sens des x, et en meme temps elle se decompose on 
deux parties, dont 1’une se dirige vers une des aretes, tandis que 
l’autre partie continue de s’eloigner de l’origine pour elre decomposed 
comme la precedente, et ainsi de suite a 1’infini. La surface que nous 
considerons est engendree par la courbe trigonometrique qui repoud 
a la base A, et se meut perpendieulairement a I’axe des x en suivant. 
cetaxe, pendant que chacune de ses ordonnees deeroit a 1’inlini, pro- 
portionnellement aux puissances successives d’une memo fraction. 

On tirerait des consequences analogues, si les temperatures fixes de 
la base A etaient exprimees par le terme £>cos3j, ou par 1’un des 
termes suivants ccos5j, ...; et Ton peut, d’apres cola, se former une 
idee exacte du mouvement de la chaleur dans les cas plus generaux; 
car on verra par la suite que ce mouvement se decompose toujours mi 
une multitude de mouvements elementaires, dont chacun s’aeeoinplit 
comme s’il etait seul. 
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SECTION II. 

PREMIER EXEMPLE BE L’USAGE DES SERIES TRIGONOH^TRIQLKS 
BANS LA TIlEORIE BE LA CHALEBR. 


171 . 

Nous reprendrons xnaintenant I’equation 

i — a cosj' -+- b cos 3 y -V c cos 5 j +■ d cos 7 j -h..., 

dans laquclle il faut determiner les coefficients a, b, c, d, — Pour 
que cette equation subsistc, il est necessaire que les const'antes satis- 
fassent aux equations que l’on obtient par des differentiations succes- 
sives, ce qui donne lcsresultats suivants 

1 — rtcos/ -t- b COS3J 4 - ccosSj-h- d cos'jj 
o = a sin y -t- 3 b sin 3/ -+- 5 c sin 5j ■+■ 7 d sin 7 j ■+-..., 
o — a cosj 4 - 3 2 Z> cos3/ -+- 5*ccos 5j 4 - 7 V cos 7 / 4 -.. 
o = a sin / 4 - Pb sin 3/ 4 - 5 3 c sin 5j 4 - 7 ® < 5 ? sin 7 / 4 -.. 

et ainsi dc suite a l’infini. 

Ces equations devant avoir lieu lorsquey = o, on aura 

1 = a-1- b-+■ c- 1- d-‘r e 4 - + 

o=a + 3 3 & 4 - 5 2 c -+- 7 -d 4 - 9 ! c + i • • •. 

o = a -h 3*6 -+- 5*c -t- r j i d-h h- ..,, 
o — a-h 3 r, £> 4- 5 C C4- 7°rf-t-. • 
o = a 4 - 3 8 & 4 - 5 8 c -+-... -, 


Le nombre de ces equations est infini comme celui des indetermi- 
nees a, b,c,d,e, .... La question consiste a eliminer toutes les incon- 
nues, excepte une seule. 
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172. 


Pour se former une idee distincte du resultal do ces eliminations, 
on supposera que le nombre des inconnues a, b, c, d, ... est cl’abord 
defini et egal a m. On emploiera les m premieres equations seulemenl, 
en effacanttous les termes ou se trouvent les inconnues qui suivcnt les 
m premieres. Si Ton fait successivement in — 2 , m — 3, m — /j, m •= f>, 
ainside suite, on trouveradans cliacune de ces suppositions les valours 
des indeterminees. La quantite a, par exemple, recovra une valour pour 
le cas de deux inconnues, une autre pour le cas do Irois inconmios, ou 
pourle casde quatre inconnues,ou successivement pour 1111 plus grand 
nombre. II en sera de meme de 1’indetermince b, qui rceevra autanl. do 
valeurs differentes que Ton auraeffectue dc fois I’oliminalion ; eliacuno 
desautres indeterminees est pareillement susceptible d’une infinite do 
valeurs differentes. Or la valeur d’une des inconnues, pour Ic cas 011 
leur nombre est infini, est la limite vers laquelle Lcndont conlinuol- 
lement les valeurs qu’elle reqoit au moyen des eliminations sueces- 
sives ('). II s’agit done d’examiner si, a me sure que le nombre dos 
inconnues augmente, cliacune des valeurs a, b, c, d, ... no converge 
point vers une limite finie, dont ellc approebe contiiuicl lenient. 

Supposons que Ton emploie les sept equations suivantes : 


1 — a + & 4 - c + cl - 1- e -h / -u />■ 

o = a~j~ 3 - b 4- 5 2 c + 7 2 d g 2 e + n 2 /-+- \ 3 “ 

o = a h- 3 4 b -h 5 4 c -h d 9* e 4- 1 1 4 /*-(- r 3 4 ^ 

onfl-f-S 5 b - 1- 5 6 c -4- 7 6 go g-|-n G 1 3« ^ 

0 =r« -4- 3 8 6 4- 5 8 c 4- 7 s h— 9 s e-Mi 8 J ~b i 3 8 

o ~ a ~r~ 3 10 b -f* 5 10 c •+ 7 10 c/ ■+■ g 10 e -j- 11 10 j' .~j~. 1310 g 
0 — a-+- 3 l2 b 4 - 5 12 c~h 7 12 d -t- g i2 e ■+ f „|_ 1312 ^ 


STttt ,<•“ :-«• - 

Kind* des sides trlgoaomilrieiaes lss pins generates, nous pan*, mnlgrd" on 'LililUin','"’’ 
rrrrs g6 H® treS: Car 11 ^ Mans les differentes parlies do la Science‘hi«ri 
d’§quations lindaires content ** 
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Les six equations qui ne contiennent plus g-sont 


: 

O : 

0 : 
0 : 
0 : 
0 : 


i3 2 3-) -+- c(i3 2 — 5 -) - 




«(i3 2 — i'-) - 

*(i 3 2 -i 2 ) 4 - 3 2 £(i 3 2 - 3 2 )+- 5 * c(i 3 2 - 5 2 ) 4- 7 2 <*( i 3 2 - 7 2 ) + g 2 e (i 3 2 -g 2 ) 4 - 11 * 

: rt(i3 2 — i 2 ) 4-3* b{ i3 2 — 3 2 ) 4- 5’* c(i3 2 — 5 2 ) 4 - 7 i rf(i3 2 — 7 2 ) 4 - g 4 - <?(j3 2 —g 2 ) -4 i 0 

: «(, 3 - 2 _ , 2 ) 30 £>(i3 s — 3 2 ) 4 - 5° c(i3 2 — 5*) 4 - 7 6 rf(.3 2 - 7 2 ) 4 - g» e (,3*-g*) 4 - , ,0 

:«(i3*-i*)-P 3» i(i3 2 3 -2 ) 4 - 5 s c (i3 2 - 5 2 ) 4- 7 * ^(r3 2 - 7 *)4- 9 8 e(i3 2 — g 2 ) 4 - 1 , 8 

«(i 3 ! — I s ) 4- 3 l 0 i 5 (i 3 ! — 3 5 ) 4- 5 10 c(i 3 2 — 5 2 ) 4 - 7 10 (Z(i 3 2 — 7 ! ) 4 - 9 1 (l e(i 3 2 —9 s ) -4 11‘« 


<?(i3 2 —9*j4- ,/u3---n 

/(.J 3 2 —11 
fl i 3 - —11 
f ( i 3 -—11 

f(ir—u 

/’( 135 — 11 


E 11 continuant l’eliniination, on obtiendra l’equation finale en a, qui 


est 


rt([3 2 — i 2 )(u 2 — I 2 ) (9 s —i 2 )( 7 2 —P)(5 2 —1 2 )(3 2 —i 2 ) = i3 2 .i i s . 9 2 . 7 2 . 5 s .3 2 .i 2 . 


173. 


Si Ton avail employe un nombre d’equations plus grand d’une 
unite, on aurait trouvc, pour determiner a, uue equation analogue a 
la precedentc, ayant au premier membre un facteur de plus, savoir : 
i5 2 — 1 et au second membre 1 5 2 pour un nouveau facteur. La loi a 
laquellc ccs difiercntes valeurs dc a sont assujetties est evidente, et il 
s’ensuit quo la valour dc a qui correspond a un nombre infini d’equa¬ 
tions est exprimce ainsi 


ou 


3 2 5 2 7 2 g 2 11 2 i3 2 

3TZ7 5‘-— 1 7 2 — 1 g 2 — 1 11 2 — 1 1 3 2 — 1 

_3.3 5.5 7.7 9.9 11.11 i3.i3 

2.4 4-6 6.8 8. 10 10.12 12 . 14 


Or cettc derniere expression estconnue et, suivant le theoreme de 
Wallis, on en conclut 

TC 


II nc s’agit done maintenant que dc connaitre les valeurs des autres 
indetcrminecs. 
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174 . 

Les six equations qui restent apres l’elimination de g peuvent elro 
comparees aux six equations plus simples que Ton aurait employees 
s’il n’y avait eu que six inconnues. Ces dernieres equations different 
des equations (c) en ce que, dans celles-ci, les lettres f, e, d, e, b, a 
se trouvent multiplies respectivement par les facteurs 

I3* _, J3!_gi j 32 _ 7 s i3«_5s i3 2 — 3 2 (3 s —I 4 

(3 2 ’ i3 2 5 i3 2 ’ i3‘ 2 ’ ~ r3 2 ’ >3 2 


II suit de la que, si Ton avait resolu les six equations lineaires que 
Ton doit employer dans le cas de six indeterminecs, et quo Ton out 
calcule la valeur de chaque inconnue, il serait facile d’en eonclure la 
valeur des indeterminees de meme norn, correspondailies au cas oil 

I on aurait employe sept equations. II suffirait de multiplier les valours 
de/, e, d, c, b, a, trouvees dans le premier cas, par des facteurs connus. 

II sera aise, en general, de passer de la valeur dc l’une (les quantiles, 
prise dans la supposition d’un certain nombre d’equations ot d’incon- 
nues, a la valeur de la meme quantite, prise dans le cas oil il y aurait 
une inconnue et une equation de plus. Par exemplc, si la valour de /’ 
trouvee dans 1 hypothese de six equations et six inconnues est roprd- 
sentee par F, celle de la meme quantite prise dans le cas d’uno 


inconnue de plus sera Cette meme valeur, prise dans lo 

tie holt inconnues, sera, par la meme raison, 


cas 


V 132 i5 2 

i3 2 — n- io 2 -n2 J 

ct, dans le cas de neuf inconnues, elle sera 


i3 2 


ID 2 


id-—! 1 * l5 2 — 11 2 I7 *_ I£ a 5 


amsi de suite. II suffira de meme de connaitre la valeur de b, corres- 
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pondante au cas de deux inconnues, pour en conclure celle de la meme 

lettre qui correspond au cas de trois, quatre, cinq inconnues,_On 

aura seulement a multiplier cette premiere valeur de b par 

7~ 9 2 n 2 

5 s — 3 2 7 2 — 3 - 9 --3- n 2 — 3 2 "" 

Pareillemcnt, si 1 on connait la valeur de c pour le cas de trois incon¬ 
nues, on mulliplicra cette valeur par les factears suceessifs 



on calculera de meme la valeur de d pour le cas de quatre inconnues 
seulement, et l’on multipliera cette valeur par 

9 2 u 2 13 s 15 2 

9 2 — 7 2 11 2 — 7 2 i3 2 — 7 2 j5 2 — 7 s 

Le calcul de la valeur de a cst assujetti a la meme regie;'car, si 1’on 
prend cette valeur pour le cas d’une seule inconnue et qu’on la mul- 
tiplic successivcment par 

3 2 5 2 7 2 q- 

3 2 —r 2 ’ 5 2 _ i*’ 7 2 — I 2 ’ cf— i 2 ’ 

on trouvera la valeur finale de cette quantite. 

175 . 

La question est done reduite a determiner la valeur de a dans le cas 
d’unc inconnue, la valeur de b dans le cas de deux inconnues, celle de c 
dans le cas de trois inconnues, etainsi de suite pour les autres incon¬ 
nues. 

II est facile de juger, a l’inspection seule des equations et sans 

F. 


20 
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aueun calcui, que les resultats de ces eliminations successive doivenl 


c = 



3-’ 


3 2 — 5' 2 ’ 


d = 



3 5 


i 5 - 9 2 3 2 -9 2 o-—Q- 7 s —9 2 ' 


176. 

11 ne reste qu’ii multiplier les quantites precedences par les series 
des produits qui doivent les completer ct quo nous avons don nos 
;art. 174). On aura, en consequence, pour les valours linales dos 
inconnues a, b, c, d, e,/, les expressions suivantes : 


I 

3- 

5 2 

7 2 9 2 

i i 2 

3 s — i ~ 

5 ! — i 3 

7 2 - 1 2 9 2 “ 

, " " * ■ * 7 

I I 1 - I " 

I s 

5 4 

f- 

9 2 n 2 


I s —3* 

5-— 3 2 

7 ' 2 —3 2 

II 2 _3 2 

* * ? 

i 2 

3* 

«> 

r 

9 2 ii 2 


i-— 5 * 

3"— 5- 

7 2 ~5- 

9 4 — o 2 ij 2 — 5 2 


i 5 

3 2 

5~ 

9 2 n 2 


< 2 -r 

y—j* 

5 2 -- 2 

9 2 — 7 2 ii 2 — 7 2 


r- 

3*- 

y 

7 2 ii 2 

13= 

i i — 9 2 

3—9 1 

5*-9* 

7 i -9 i ii 2 —g 2 

13 2 — 9 2 

i 2 

3 2 

5 2 

7 s 9 2 

i3 2 :5* 

i 2 -—n- 

3- — ii- 

5 s — ii* 

t — n* 9 2 - n 2 

i 3 - — ii 2 15- — ii 2 
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ou 


a •=. 

• 

3.3 5.5 

2.4 476 

7*7 

6.8 ' 

* • 5 



b — 

1. I 

5.5 7.7 

9.9 





2.4 

2.8 4-IO 

6.12 

• • • ? 



r — _j 

s. 1 

3.3 7.7 

9*9 

11 .11 




4.6 

2.8 2.12 

4.14 

6.16 

* * * 5 


= — 

1. i 

3.3 5.5 

9*9 

I I . ! I 

i 3 . 1 3 


678 

4.10 2.12 

2.16 

4. r 8 

6.20 

... ? 

(■ H~ 

T . I 

3.3 5.5 

7*7 

i r. 11 

i 3 . i 3 

1 5 .1 5 

8.10 

6.12 4•14 

2.16 

2.20 

4.22 

6.24 


1.1 

3.3 5.5 

7 • 7 

9*9 

i 3 . i 3 

10.1 5 j 7.17 


10.12 

8.14 6.16 4.18 

2.20 

2.24 

4.26 6.28 


La quantite 7 , ou le quart dc la circonference, equivaut, suivant It*, 
theorems de Wallis, a 


2.2 4-4 6 .68.8 io. io 12.12 j4.14 

1 .3 3.5 5.7 7.9 9.n 11.1 3 1 3 .1 5 


Si Ton re marque maintenant quels sont, dans les valeurs de a , b 9 
r, (l , les facleurs quo Ton doit ecrire aux nuracrateurs et aux 

denorninaleurs, pour y completer la double serie des nombres impairs 
et des nombres pairs, on trouvera que les facteurs a suppleer sont 

i> / 3 - 3 

6 

5'.5 

Pour c . — 


Pour d 


7 -7 

14 


J > our e 


18 

11 . 11 


Pour /. 


22 










(56 
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et l’on en conclut 


a = 


2 

2 3 

71 


b = - 


2 ^ 
5 7T 


C = 


2 —3 
0 7 i 


rf = 


2 

■2 - 3 

771 


2 

2 - 3 

971 


f 2 


2 


177. 

G’estainsiqu’on est parvenu a effectuer entierement lcs eliminations 
et a determiner les coefficients a , 6 , c, r/, ... de liquation 

i =3= a cosy + b cos 3 / -h c cos 5 / 4- d cos77 -h e cos9/ H-- 

La substitution de ces coefficients donnc liquation suivante : 

y — cosy — \ cos3y + ^cos5y — -cos 7 / + -COS 9 /-— cos 1 iv -h- 

4 5 o 7 9 1J 

Le second membre est une fonction de y qui ne change point do 
valeur quand on donne a la variable y une valeur comprise entre -- 7 ‘ 
et 4 - y II serait aise de prouver que cette serie est toujours eonver- 

gente; e’est-a-dire que, en mettant au lieu d ey un nombre quelconque 
et en poursuivant le calcul des coefficients, on approclic de plus en 
plus d’une valeur fixe; en sorte que la difference de eelte valeur a la 
somme des termes calcules devient-moindre que toute grandeur assi¬ 
gnable. Sans nous arreter a cette demonstration que le lectcur peut 
suppleer, nous ferons remarquer que la valeur fixe dont on approclic 
continuellement est | si la valeur attribute a y est comprise entre 
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o et mais qu’elle est — ^ si y est comprise entre ^ et —; car, 
clans ce second intervalle, chaque terme de la serie change de signe. 
En general, la limite de la serie est alternativement positive et nega¬ 
tive; au reste, la convergence n’est point assez rapide pour procurer 
unc approximation facile, mais elle suffit pour la verite de l’equalion. 


178. 

L’equation 

i „ i „ i 

y = cos# — -g cos 3# -+- g cos a# — -cos?# +... 

appartient a une ligne qui, ayant#pour abscisse etj pour ordonnee, 
est eomposee de droitcs separees dont chacune est parallele a l’axe et 
egale a la demi-circonference. Ces paralleles sont placees alternati¬ 
vement au-dessus ct au-dessous dc l’axe, a la distance et jointes 
par dcs pcrpcndiculaircs qui font clles-memcs partie de la ligne. Pour 
se former unc idee exactc dc la nature de cette ligne, il faut supposer ~ 
quo le nombrc dcs tcrmes dc la fonction 


cos# — d C os3# -+- ^cos5# • 
6 5 


rcqoit d’abord unc valour dctermince. Dans ce dernier cas, l’equation 

i , i - 

y — cos# — ^ coso.c -t- ^ cos a# —... 

appartient a unc ligne courbe qui passe alternativement au-dessus et 
au-dessous de 1’axe, en 1c coupant toutes. les fois que l’abscissc x 
devient egale a l’unc des quantites 


7 T 

2 


3tt 5ir 

2 ’ 2 


a mesurc cjue le nombre des tcrmes de 1’equation augmente, la courbe 
dont il s’agit tend de plus en plus a se confondre avec la ligne prece- 
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,lmlc, compose de droites paralleles et de d,-cites perpendiculars, 
sorte que cette ligne est la limite des differentes ccurbes quo I’on 
ubtiendrait en augmcntant successivement le nombre des tenues. 


SECTION III. 

REMARQEES SUR CES SRlllES. 


179. 

On peat envisager ces memes equations sous un autre point do \ue 
et demontrer immediatement l’equation 

- = cosx — ^ cos3j? -+- -^cos5.r — d cos 7 # -f- - cos 9 .* — 

4 3079 

Le cas oil x est nulle se verifie par la serie de Leibnitz 



Eusuite on supposera que le nombre des termes de la serie 

1 o 1 c 1 

cosdc — -r cos3x -= cos5a;-cos 7 a; 

3 0 7 

au lieu d’etre infini, est determine et egal a m. On considcrcra la valour 
de cette suite finie comme une fonction de x et de m. On reduira la 
valeur de la fonction en une serie ordonnee suivant les puissances 
negatives de m: et Ton reconnaitra que cette valeur approcho d’autant 
plus d’etre constante et independante de x, que m est un plus grand 
nombre (*). 

(*) On remarquera que, dans cette dtude de quelques series particuli&rcs, Fourier suit 
precisement la methode qui a permis plus tard a Diriclilet d’obtenir pour la promidre fois 
une thtorie completement rigoureuse des series trigonometriques. Cette mdlhodo consiste, 
comme on le voit, k exprimer par une intdgrale ddfinie la somme des in premiers tonnes 
de la serie, puis k cherclier la limite de cette intdgrale. G. D. 
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Soit y la fonction cherchee qui est donnee par requation 


v — cos x — \ cos 3 x 4- l - cos 5 x — - cos nx 4-...---cos (im — i )j\ 

3 o 7 2 m — i K 7 

1c nornbre m des terines elant suppose pair. Cette equation, differen¬ 
tiae par rapport a. x 9 donnc 

dv . . 0 . r 

— 4— = sm.r — sin 3 -r* 4 - suioj? — siqtx -h ... 
dx 7 

4~ sill( 2m — 3) x — sin (2 m — i)x; 

cn multipliant par 2 , sin hoc, on a 

dy . . . 0 . k 

— 2 4~ sill 2X — 3 Slll-T Sill 2 X — 2 Sill 3 X Sin 2 X 4~ 2 Sin 5 X SH 12 X 4~ . . . 
dx 

4- 2 sin (aw? — 3 )x sin2.r — 2 sin {2 m — 1)3? sin 2 <r. 

Chaquc ternac du second membre etant remplace par la difference de 
deux cosinus, on en conclura 

dv . / \ 0 

— 2 4— si 112 x = cos (— x) — cos 3 x 
dx 

— cos x 4 - cos 0 X 
4- cos3 x — cos 7/r' 

— cos 5 x 4 - cos gx 
4- cos 7 x — cos 11 x 


4 - cos ( 2 ni — 5) x — cos( 2 m — i)x 
— cos (2 m — Z)x 4 - cos( 2 m 4 - i)x. 


Lc second membre se reduit a cos(2/72 -f -1 )oc — cos (aw 
— 2 sin 2 /ri'X sin a?; done 


v 


1 rs\n2mx 

2 J QOSX 


dx. 


i)x on 


180 . 

On integrera lc second membre par parties, en distinguant dans 
1’integrate le facteur sin ‘imxdoc, qui doit etre integre successivement, 
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P . I,, facteur—-—ou sec^ que l’on doitdifferenticr successivement; dcsi- 

COS it' ^ 

"nant les resultats de ces differentiations par sec x 9 sec x 9 see x, ...» 

c 

on aura 


2 y — const. — ; 


- cos 2 mx sec^? 


2 -m- 


- sio 2 /?i.r see x - 


2* m* 


-cos 2 mx sec n x 


ainsi la valeur de j, ou 


C0S^‘— icos3^r 4- icosSa?— -cos7#4-.. .4- —-—-cos (aw — i).r, 

3 d 7 2,11 — 1 

qui est une fonction de ^ et m, se trouve exprimec par une serie 
infinie; et il est manifeste que, plus le nombre m augmente, plus la 
valeur de v approche de celle de la constante. C’est pourquoi, lorsque 
le nombre m est infini, la fonction y a une valeur determinee qui est 
toujours la meme, quelle que soit la valeur positive de x 9 moindre que 

Or, si Ton suppose Fare x nul, on a 



qui equivaut a 7 * Done on aura generalement 
4 


W 


7 = C 0 S 4 ? — 4 COS 3 # 4 -7 cos 5^ 
4 o 5 


1 1 

- cos 7 x 4 - - cos 9 x — 


181. 

Si dans cette equation on suppose x=?~, on trouvera 

__! £ _ £ __ l I 1 1 1 

2 \J 2 3 5 >j 9 ix 1 3 i5 ‘ 

En dormant a l’arc x d’autres valeurs particulieres, on trouvera 
d autres series qu il est inutile de rapporter, et dont plusicurs ont 
de]a He publiees dans les Ouvrages d’Euler. Si l’on multiplic l’equa- 
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tion (b) par dec et que Ton integre, on aura 

Tier . i . i . „ i . 

= sin x — 7 -, sin 6 x 4 - — sin 5 x -- sin 7 x 4-.... 

4 6- 5- 7 2 ' 

En faisant dans cette derniere equation on trouve 


IX- 

~is 


—• I 4" 


3 2 


-t- 



serie deja connue. On pourrait enumcrer a l’infini ces cas partii 
liers; mais il convicnt xnieux a l’olijet de cet Ouvrage de determin 
en suivant le meme proccde, les valeurs de diverses series formees 
sinus ou de cosinus d’arcs multiples. 


182 . 


Soit 


y = sin x -sin?, jt - T sino.r • 

9 6 


- sin (\x 4- . 


— , 1 — sin (m — i)x -- sin/?^r, 

m — 1 m 


m etanl un nombre pair quelconquc. On tire de cette equation 

4^ = cos-sr —* cosier 4 - cosS.r — cos 4 a?-h. . . 4 - cos(;>* — i)x — cos mx 
dx 

multiplianl par 3 sina? ct remplagant chaquc termo du second mem 
par la diHerencc dc deux sinus, on aura 

2 siiia? — = sin(^ 4- x) — sin(.r — x) 
dx 

— sin(2.r -1- x) 4- §m(2x— x) 

4- sin ( 3 ^ 4 - x) — sin ( 3 ^ — x) 


4 - sin [(m — 1) x 4~ x] — sin[( m — i)x — x] 
— si n(mx 4- x) 4- si n(nix — x) 

ct, en reduisant, 

2S\nx^~ = sind? 4 - sinwa? — sin(/?ix 4-* a?); 
dx 


r 



m 

la quantile 


on 


equivaut a 
on a done 
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sin mx — sm(mx -h x) 


sin ( mx -+- - — — sin [mx -H % 


. x ( oc\ 

— 2 sin - cos mx h-; 

2 V 2 


; sin- / 

d V I 2 [ 

=-:-COS ( 7?2 JC H- 

cLr 2 sma? V 2 


Oli 


_ cos (mx 

df __ l _V_ 

clx 2 


x 

2 COS ~ 
2 


on en conclut 


cos( mx ■ 


/ = ' 




x 

2 COS- 
2 


Si Ton integre par parties, en distinguant lc facteur 


Oil SCO 


cos 


qui doit etre successivement difference et le facteur cos^waM- 
que Ton integrera plusieurs fois de suite, on foriiicra une serin dans 
laquelle les puissances de m + ^ entrent aux denominators. Quanl a 
la constante, elle est nulle parce que la valeur de y commence aver 
celle de x. II suit de la que la valeur de la suite finie 


sin<r — i sin2cT -f- isin 3 ^r — isin 5 ^r -h - sin 7: 
2 o 0 7 


■ sm m x 


differe extremement peu de lorsque le nombre dcs tenues csl (res 
grand; et, si ce nombre est infrni, on a l’equation deja connue 


x . I. 1 . 9 1 . , 1 . „ 

- = sin#-sm 2 # -+- j sin3a; — j sin 4# -+- sin 5 x —.... 
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On pourrait aussi deduire de cette derniere serie celle que nous ayons 


donnce plus haut pour la valeur de 


4 


183. 


Soit maintenant 


1 i , 1 „ 

y = — COS 2 O?— 7 COS L\X-+- - cos 6#-—. . . 

2 4 6 

I . . 1 

H-cos (2 m — 2)0?-cos 2 ?)i x, 

2 m — 2 v ' 2 m 

m etant un nombro pair. Differentiant, multipliant par 2 sin 20?, sul> 
stituant les differences de cosinus et reduisant, on aura 

dv sin(2/7z -1- 1)0? 

2 -f- =— lango? h--- — 

dx 0 . COSO? 


ou 


2 y — c — / tango; dx dx. 


*sin (2 m 4- i).r 

COSO? 


Integrant par parties le dernier terme du second membre et supposant 
m infini, on a 


yzzz c -h - log COSO?. 


Si, dans l’equation 

y= ^ cos 2 or — - cos/i o? ~cos6o? — gCOs8o?n-.. 

on suppose x nullc, on trouve 


1 r 1 1 

r == 2 ~ 4 + 6’ — 8 


• logs; 


done 


y— -log2 -t- - log cos a?. 


On parvient ainsi a la serie donnee par Euler 


log 


( 1 

2 cos - 
\ 2 


X 


: COSO? — - COS 2 0 ? •+■ \ COS 3 o? — j COS 4 # 
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184. 


En appliquant le meme procede a l’equation 


/ = slnx 4 


-sin3j? 4 isin5 j? 4 
3 o 


-sin 7 .r H 
7 


on trouvera la serie suivante, qai n’avait pas etc romarqueo : 


r. . i . 0 i . K . i . r . 

7 = sin.r + 7 sin3<r 4* - sm5«r h — sni 7 .r 4 - smo.r 4 .. . . 

4 3 0 7 9 

II faut observer, a regard de toutes ces series, qua les equations qui 

en sent formees n’ont lieu que lorsque la variable x cst comprise (Milir 
eertaines limites. C’est ainsi que la function 

cosx— |cos3.c 4 gCosSj?— — cos 7 x 4 ... 

nest equivalente a ^ que si la variable x est contenue entro les limiles 
que nous avons assignees. II en est de meme de la serie 


sin - sin 2 ^ 4 - sin 3 x — — sin 4 x 4 ~ sin f> ,r — .... 

2 $ 4 5 

Cette suite infinie, qui est toujours convergente, donne la valent* 
toutes les fois que l’arc x est plus grand que o ct moindre que it. Mais 
elle n’equivaut plus a Jsi l’arc surpasse tc; elle a, an contraire, ties 
valeurstresdifferentesdef; car il est evident que, dans I’inlervalle 

de^ = Tt k x = 2 u, la fonction reprend avec le signe contraire toutes 
les valeurs qu’elle avait eues dans 1’intervalle precedent, dopuis .r , „ 
jusqu’k * = ■*. Cette serie est connue depuis longtemps; mais I’ana- 
lyse qui a servi a la decouvrir n’iudique pas pourquoi le resultat cesse 
d avoir lieu lorsque la variable surpasse tc. 

II fait done examiner attentivement la metliodc que nous vo.miis 
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d’employer et y chercher 1’origiue de cette limitation a laquelle les 
series trigonometriques sont assujetties. 

185 . 

Pour y parvenir, il sulfit de considerer que les valeurs exprimees par 
les suites inlinics ne sont connucs avee une entiere certitude que dans 
les cas oil Ton peut assigner les limites de la somme des termes qui les 
complelent; il faut done supposcr qu’on emploie les premiers termes 
seulcment de ces suites, et trouver les limites entre lesquelles le reste 
est compris. 

Nous appliquerons cette romarque a 1’equatioii 

I „ X h i 

y — cos .r —- - r cos o .r ■+- - cos o x — - cos 7 x -t-... 

’ ■* 7 

cos (2 m — 3 ),r cos (2 m — i)x 
2 m — 3 2 m — i 5 

le nombre des termes est pair et represents par rn; on en deduit cette 
equation 

dy _sina/n.** 

‘ dx cos«<c 

(Foil Ton pout tiror la valour de y, en integrant par parties. Or Finte- 
grale fiwdx peut dire resolue en une serie composee d’autant de 
termes qu’on le voudra, u et e etant des fonctions de x. On peut ecrire, 
par exemple, 

f ui> dx ■=. c ~h a fr dx — f dx f c dx 

H- ~ f dr f dx f e dx -f (cl g f dr fdxfv dx ), 

equation qui sc veriflc d’cllc-meme par la differentiation. 

En designant sin 2 »u par v et sec# par u, on trouvera 

o, y = c-— sec.r cos 2 mx h—;—; see'# sin imx 

J ‘XDl 2" ni~ 

/ sec" oc 
cos 2inxd ^ • 

2 m 
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186 . 

II s’agit maintenant de connaitre les limites entrc lesquelles esl 
comprise i’integrale 

—~—- rcos 2 7?i xd sec"x 

2 *771* J 

qui complete la suite. Pour former cette integrale, il faudrait donner 
it 1’arc x une infinite de valeurs, depuis o, terme oil l’integrale com¬ 
mence, jusqu’a x qui est la valeur finale de 1 arc, determine! |>oui 
chacune des valeurs de x celle de la differentielle ds6c"x of cello <lu 
facteur cos 2 mx, et ajouter tous les produits part-ids; or le laefour 
variable cos nmx est necessairement. une fraction positivt; on nega¬ 
tive : par consequent, l’integrale se compose de la somme des valeurs 
variables de la differentielle d sec"#, multipliees respeclivemcnf par 
des fractions. La valeur totale de cette integrale est done moindre quo 
la somme des differentielles d sec"a;, prises depuis x — o jusqu’a x, <‘t 
elle est plus grande que cette meme somme prise negativoment; car, 
dans le premier cas, on remplace le facteur variable cos am.* par la 
quantite constante i, et, dans le second cas, on remplace ce facteur 
par —i. Or cette somme des differentielles d seo'Lr, on, oe qui 
est la meme chose, I’integrale fd sec"#, prise depuis .*= - o, est 
secV — sec"o; sec"a? est une certaine fonction de et sec/'o est la 
valeur de cette fonction, prise en supposant l’arc * nul (*). 

L’integrale cherchee est done comprise entrc 

+ (sec".r — sec’o) et —(sec" a? — sec"o); 

e’est-a-dire que, en representant par k une fraction inconnue positive 

0) Fourier neglige d’dnoncer iei une des conditions qui sont ndccssairos pour roxaoli- 
tude du raisonnement, a savoir que tous les elements de 1’inLdgrale 

J d(&Wx) 

soient de mtoe signe. Cette condition est d’ailleurs satisfaite, comme on s’on assureru 
ais6ment. r n 
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ou negative, on aura toujours 

/cos 2 tux cl s6c"vT = k{ sec".r — sec"o). 

On parvient ainsi a l’equation 

i i , , 

2 y = c-scc.r cos 2 ;n x 4— ; —- sec x sin aw a- 

9.1)1 9*1)1- 

-1—= scc".r cosa mx + —(sec".r — sec"o), 

•’/nr 2 s in - 1 

dans laquelle la quantite -^(sec".r — sec"o) exprime cxactement la 
somrae do tous lcs dcrniers termes de la serie infinie. 


187. 

Si Ton cut cherclie deux termes seulement, on auraiteu l’equation 


1 1 , , /t , , , , , v 

9 V "C -sec^r cos 9 /n:r h- ~ 0 —- sec 1 x sinsmjr H -—- (sec .r — sec o). 

J 9in 9-m- 9-m iX ' 


11 resulte de lii quo l’on peut ddvclopper la valour de y en autant de 
termes quc Ton voudra ct exprimer cxactement le reste de la serie; 
on trouve ainsi cette suite d’equations 

i k , , 

a y — c -sec./' cos 2inx 4-(scca? — seco), 

a in 2 in 


*y = c — 


scc.r cosa m.r -1—-b^sdc'.r sin2»i.r 4- 
9 in 2-ni¬ 


ls 

2 -m' 1 


(s&c'x — sec'o), 


i 1 , , 

o v ~ c- seex cos9 .mx ~ T —- sec .r sin 9 mx 

2 1)1 2-m- 

H—---—- sec/'.r cos a mx h— J-—rA sec"#* — sec^o). 

2 * nr 2 A nr 

Le nombre k qui entre dans cos equations n’est pas le meme pour 
toutes, et il represente dans chacunc une ccrtaine quantite qui cst 
toujours comprise entre t el — i; m est egal au nombre des termes de 
la suite 

I * I w I , V 

cos x — tt cos 3 x -b -p- cos 5 x —.. .-cos (2 m — i) .r, 

3 5 2 in — i 


clout la somme cst designee parj. 
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188 . 

On ferait usage de ces equations si le nombre m elait donne, et, 
quelque grand que futce nombre, on pourrait determiner, aussi cxac- 
tement qu’on le voudrait, la partie variable de la valeur dc y. Si le 
nombre m est infini, comme on le suppose, on considerera la premiere 
equation seulement; et il est manifeste que les deux termcs qui suivent 
la constante deviennent de plus en plus petils; en sorte que 2 y a dans 
ce cas pour valeur exacte la constante c ; on determine cctte constante 
en supposant x — o dans la valeur de y, et Ton en conclut 

t: J . I K I I 

7 = COSX — ^ COS o X -1- - cos 5 ^-cos7 X h— coso.r — ... . 

4 3 5 7 9 

II est facile de voir maintenant que le resultat a neccssairement lieu 
si l’arca?est moindre que En effet, attribuant a cct arc unc valeur 
determinee X aussi voisine de ^ qu’on voudra le supposer, on pourra 
toujours donner a m une valeur si grande que le terme 

k , , 

— (secar — seco) 

2 ni J 

qui complete la serie devienne moindre qu’unc quantite quelconquc; 
mais 1 exactitude de cette conclusion est fondec sur ce quo 1c tcniK^ 
secx n acquiert point une valeur qui excede toutes les limites pos¬ 
sibles, d oil il suit que le raisonnement no pent s’appliquer ail cas oil 

Fare x n’est pas moindre que -• 

On fora usage de la meme analyse pour les series qui expriment les 
valeurs de logcosa?, et 1 on pourra distinguer par ce moycn les 

limites entre lesquelles la variable doit etre comprise pour quo le 
resultat du calcul soit exempt de toute incertitude; au reste, cos 
memes questions seront traitees ailleurs par une metbodc fondec sur 
d’autres principes. 
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SECTION VI. 

SOLUTION GfiNfiUALK. 

190. 

On peutmaintenant former la solution complete do la question quc 
nous nous sommes proposee; car les coefficients do I’oqualion (b) 
- a rt. 168) etant. determines, il ne rcstc plus qu’a les subslituer; et Ton 

aura 

i — e~ x cos y — ^ e~‘ ix cos 3 / - 4 - ^ e i<r cos 5 / 

| — ^e- lx cos 7/ -I- - c iu ' cost)/ - .... 

Cette valeur de c satisfait a Fequation 

d 2 v d ' 1 v 

— _j—— o ; 

d.£- <)y- 

elle devient nulle lorsqu’on donne a y une valour egale a ^ on . »; 

enfin, elle equivaut a l’unitc toutes les Ibis qu<!, m elan! nulle, ,v esl 
comprise entre — ^ ct 4- ^• Ainsi toutes les conditions physiques de 

la question sont exactcment remplies, et il esl certain quo, si Ton 
donnait a chaque point de la lame la temperature quo I’dqualion (a) 
determine, et si, en meme temps, on entrelenail la base A a la lempo- 
rature 1 et les aretes infinies B et C a la tempera tun! o, il serai l 
impossible qu’ii survint aucun changcmenl dans le sysleme des tempe¬ 
ratures. 

191. 

Le second membre de l’equation (a) etant reduit. (!ii une serie 
extremement convergente, il est toujours facile de determiner en 
nombre la temperature d’un point dont les coordonneos .»■ et y sont 
connufes. Cette solution donne lieu ii divcrscs consequences <ju’il est 
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particulieres, qui ont pour equations 

EEi — e~ x cos r, 

4 

Eli r= —- “ e~ Zx COS 3 )% 

Eli = e~* x cos5 t r, 


La premiere de celles-ci se confoncl avcc la surface generate lorsquc a- 
est infinie, et elles ont une nappe asymptotique commune. 

Si la difference e — r, de leurs ordonnecs est considerec comme 
I’ordonnee d’une surface courbe, cettc surface sc eonfondra, lorsque .r 

e>t infhiie, avec celle don t lequation est 

E- t: r 2 = — \ e~ zx cos3j. 

Tous les autres termes de la serie donnent une conclusion semhlable. 

On trouverait encore les memes resultats si la section, a I’origine, 
au lieu d’etre termince, comme dans 1’hypolhesc actuelle, ])ar une 
droite parailtde a l’axe des y, avait une figure quelconque formec de 
deox parties symetriques. On voit done que les valours particulieres 

cie~ x cosy, be~ Zx cos3/ ? c<r~ sx cos 3/, 

prennent leur origine dans la question physique elle-meme et ont 
une relation necessaire avec les phenomenes de la chaleur. Chaeune 
d’elles exprime un mode simple suivant lequcl la chaleur s’ctablit et 
se propage dans une lame rectangulaire, dont les cotes infillis oon- 
servent une temperature constante. Le systeme general des tempera¬ 
tures se compose toujours d’une multitude de systemes simples, et 
1 expression de leur somme n’a d’arbitraire que les coefficients a, />, 
c,<l, .... 

192 . 

On peut employer l’equation (a) pour determiner toutes les cireon- 
stances niouvement permanent de la chaleur dans une lame rise- 
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aux aretes B et C, on se servira de l’expression — et, la nmlli- 

,»!iant par l'element dx de la ligne tracec, on intcgrora par rapport a a- 
entre les termes donnes de la ligne; ainsi l’integrale 

-fnpi* 

I'era connaitre combien il s’ecoulc de chaleur a leavers toute 1 e ton due 
ile la ligne; et si, avant ou apres l’integration, on fait y = -> on 
connaitra la quantite de chaleur qui, pendant l’unite de temps, sort de 
la lame en traversant l’arete infinie C. On pourra ensuite comparer 
cette derniere quantite a la depense de la source de chaleur; ear il ost 
necessaire que le foyer supplec continuellemcnl la chaleur qui sYcoulo 
dans les masses B et C. Si cette compensation n’avait pas lieu a chaquo 
instant, le systeme des temperatures scrait variable. 


L’equation (a) donne 


— (e~ x cosr — e -3x cos 3 / -1- e- Sx cos 5 y — c 7X 0087.0 

muitipliant par dr, integrant depuis y = o, on a 

/ r / j j j 

d— ( e~ x sin r — - e~ 3x sin 3 / 4- g e~ 3x sin 5 y — - c 7 -*' si 117 0 -I- . 


Si Ton fait v = — et si Ton double l’integralc, on troiivera 


> x _1_ _ p Zjc 1 _ p hjc 


pour 1’expression de la quantite de chaleur qui, pendant (’unite do 
temps, traverse une ligne parallele a la base et donl la distance a c.eU.e 
base est x. 

On deduit aussi de I’equation (a) 


TT OV 4 IV 

' ^33 — — i e ~ x sinj — e~~ Zx sill 3 / + e~ hx sin5y — e~ lx sin 7 y . . .); 
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done les extremites de toutes ces Iignes qui sont continues aux masses 
IVoides B et C lour communiquent une quantile de chaleur incompa- 
rab lenient plus grande que si le decroissemenl do la temperature ctail 
ciHitinu et insensible. II existe dans cettc premiere partie de la lame, 
aux extremites voisines de B ou dc C, une caiarcicie de chaleur on un 
flux infini. Ce resultat cesse d’avoir lieu lorsquo la distance a- recoil 
une valour appreciable. 

19G. 


On a designe par-n la longueur dc la base. Si on lui atlrilme une 
valour quolconque 2 I, il faudra cerire, au lieu de y, ~tz et, mulli- 
pliant aussi les valeurs deaypar on eerira ^tc j au lieu do .r. Desi- 
gnant par A la temperature constante de la base, on remplaeera e par 
~ Ces substitutions etant faites dans rcqualion (oc), on a 


,]}) 


_4A ( 


cos 


I -ti 

-e 

O 


71 y 

vr 

71 r 


r - 

TV <i 

o 


„7T.r 

., 77 )* 

rus.)--' 


COSO ~ 
9.1 


' ../• ti r 




Cette equation represento exactement le systeme des temperatures 
permanentes dans un prisme rectangulaire infini, eompris entre deux 
masses de glace B et C et une source de chaleur constante. 


197. 

f 11 est facile cle voil ‘» so ‘t a » moycn de eette equation, soil d’apres 
l’article 171, que la chaleur sc propage dans ee solide en sVdoignant 
de plus en plus de l’origine, en memo temps qu’clle so dirigo vers les 
faces inlinies B et C. Chaque section parallele a cello de la base est 
traverseepar une onde de chaleur qui so renotivelle ii eliaque instant 
et conserve la meme intensitc; cettc intensite est d’antant moin.lre 
que la section est plus distante do i’originc. II »■„,„„ 

semblable, par rapport a un plan qucleonquo parallel,! aux laors bill- 
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nies; chacun de ces plans est traverse par une onde cons tan le qui 
porte sa chaleur aux masses laterales. 

Nous aurions re garde com me inutiles les developpements contenus 
dans les articles precedents, si nous n’avions point a exposer une 
theorie entierement nouvelle, dont il est necessaire de fixer les prin- 
cipes. C’est dans cette memo vue que nous ajouterons les remarques 
suivantes. 

198. 

Chacun des termes de l’equation (a) correspond a un seulsysteme 
particulier de temperatures, qui pourrait subsisler dans une lame rec- 
tangulaire echauffee par son extrcmite etdont les aretes infinies sont 
retcnues a une temperature constante. Ainsi l’equation e = e _a! cos y 
represente les temperatures permanentes, lorsque les points de la 
base A sont assujcttis a une temperature fixe, designee par cos/. On 
peut concevoir main tenant que la lame echauffee fait partie du plan 
qui se prolonge a l’infini dans tous les sens; cn designant par x et / 
les coordonnees d’un point quelconque de ce plan eL par v la tempe¬ 
rature du memo point, on appliquera au plan tout entier l’equation 

r = e~~ x cosj'; 

par ce moyen, les aretes B cl C auront la temperature constante o; 
mais il n’en sera pas de inenic des parties conligues; elles recevront 
et conserveront une temperature moindre. La base A aura dans tous 
ses points la temperature permanente designee par cos/, et les parties 
conligues auront une temperature plus elevee. 

Si i’on coustruit la surface courbe dont l’ordonnee verticale equi- 
vauta la temperature permanente de chaque point du plan, et si on la 
coupe par un plan vertical passant par la ligne A ou parallele a cette 
ligne, la figure de la section sera eelle d’une ligne trigonometrique 
dont l’ordonnee represente la suite infinie et periodique des cosinus. 
Si l’on coupe cette memo surface courbe par un plan vertical parallele 
a l'axe des oc, la figure de la section sera dans toute son etendue cellc 
d’une courbe logarithmique. 

F. 
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On volt par la de quelle maniere le caleul salisfait aux deux condi¬ 
tions de I'liypothese, qui assujettissent la Iigne a unc temperature egale 
it cosy, et les deux cotes B et C a la temperature o. Lorsqu’ou exprimo 
ces deux conditions, on resout en effet la question suivanle : Si la 
lame echauffee faisait partie d’un plan infmi, quelles devraient elre 
les temperatures de tous les points de ce plan pour quo Its sysleme lut 
de lui-meme permanent, et que les temperatures fixes des colds du 
rectangle infini fussent cedes qui sont denudes par riiypolliese? 

Nous avons suppose precedemmcnt que des causes exlerieures ik>I- 
conques retenaient les faces du solide rectangulaire infini, I’uiie a la 
temperature r, et les deux autres a la temperature o. On pent sc re¬ 
presenter cet effet de differentes manieres; mais riiypolliese propre 
au caleul consiste a regarder le prisme com me line partie d’un solide 
dont toutes les dimensions sont infinies et a determiner les lempera- 
tures de la masse qui l’environne, en sorte que les conditions relatives 
a la surface soient toujours observecs. 

200 . 

Pour connaitre le systeme des temperatures permanenles dans une 
lame rectangulaire dont 1 extremite A est cnlrolenue ;i la temperature 
i, et les deux aretes infinies a la temperature o, on pourrail eonsiderer 
les changements que subissent les temperatures, depuis I’dlal initial 
qui est donne jusqu’a l’etat fixe qui est l’objet de la question. On de¬ 
termine! ait ainsi 1 etat variable du solide pour toutes les valeurs du 
temps, et Ton supposerait ensuite cettc valeur inlinie. 

La methode que nous avons suivie est diflemile el conduit plus 
immediatement a 1 expression de l’etat final, paree (ju’elle est Ion dee 
sur une propriety distinctive de cet etat. On va prouver mai.ilena.il 
que la question n’admet aucune autre solution que cello que nous 

avons rapportee. Cette demonstration resulte des propositions si.i- 
vantes. 
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Si 1’on donne a tous les points d’une lame rectangulaire infmie les 
temperatures exprimees par I’equation (a), et si l’on conserve aux 
deux aretes B et C la temperature fixe o pendant quo i’extremite A 
est exposee a une source de clialeur qui retient Lous les points de la 
lignc A a la temperature fixe i, il nc pourra survenir aueun cliange- 
ment dans l’etat du solide. En elfct, [’equation 

o-r ()~r 


elanl satisfaile, il est manifesteque la quanlite de clialeur qui deter¬ 
mine la temperature de eliaquo molecule ne pourra etre ni augmentee 
ni diminuee. 

Supposons, les di He rents points du memo solide ayant re(:u les tem¬ 
peratures exprimees par l’equalion (a) on 


e = o(.r, r), 


qu’au lieu de retenir 1’arete A a la temperature i, on lui donne, ainsi 
(ju’aux deux lignes B et C, la temperature lixe o; la clialeur contemn 1 
dans la lame BAG s’ecoulera a (ravers les trois aretes A, B, C et, d’a- 
pres l’hypotliese, elle ne sera point remplaeee, en sorte que les tem¬ 
peratures diminucronl continuellenicnt et que lour valour finale el 
commune sera o. Cette consequence est evidentc, parcc que les points 
infmiment eloignes de rorigine A out une temperature infminient 
petite, d’apres la maniere dont Fcijualion (a) a ete formee. 

Le memo elfet aurait lieu en sens oppose si le sysleme des tempera¬ 
tures clait 

<’ = — <? 0 > 


an lieu d’etre 


<’ = 90, r); 


e’est-a-dire que toutes les temperatures initiales negatives varieraient 
continuellement et tendraient de plus en plus vers leur valeur finale 




, so TtlEGRIE DE LA ClIALEER. 

pendant que les trois aretes A, B, C eonserveraienl. la tempera¬ 
ture o. 

202 . 


Soit e = f x, r) line equation donnec qui exprime la temperature 
initiale des points de la lame BAC, dont la base A esl relenue a la tem¬ 
perature i, pendant que les aretes B et C conservcnl la temperature <>. 

Soit r = F(.r, r) line autre equation donnec qui exprime la tempe¬ 
rature initiale de cliaque point d’unc lame solide. BAR parlailement 
ecale a la precedente, mais dont les trois aretes B, A, b sent retenues 


ii la temperature o. 

Supposons que, dans le premier solide, l’elal variable qui sureede a 
l'etat initial soit determine par l’equation 


r = o(.r,j, /), 


t designant le temps ecoule, ct que l’bquabon 

r = <I)(.e, v, l) 

determine l’etat variable du second solide, pour leqiiel les tempera¬ 
tures initiales sontF(cc, y). 

Enfin, supposons un troisiemc solide egal a oharun des deux prece¬ 
dents; soit 

r =/(■*■,/) +■ I’ O'. ,>') 


i’equation qui represente son etat initial, et soienl. i la temperature 
constante de la base A, o et o cellos des deux aretes It el (!. 

On va demontrer que l’etat variable du troisieme solide sera deter¬ 
mine par l’equation 

En effet, la temperature d’un point m du troisiimie solide varie pare.e 
que cette molecule, dont M designera le volume, acquicrl on peril unc 
certaine quantite de chalcur A. L’accroisseimml. do la temperature 
pendant l’instant dt est 
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le coefficient c designant la capacite specifique rapportee au volume. 
La variation de la temperature du me me point, dans le premier sol id e, 
sera ^ dl, et el 1c sera ^e// dans le second, les lettres d et D repre- 
sentant la quantile do chalcur positive ou negative que la molecule 
acquiert on vertu de I’action de loutes les molecules voisines. Oril est 
facile de rcconnaitre quo. A oquivaut a d-\- D. Pour s’en convaincre, il 
su(111 de considerer la quantite de chalcur que le point m recoit d’un 
autre point /«, appartenanta l’interieur do la lame ou aux aretes qui 
la limitonl. 

Le point rn,, dont la temperature initiale est designee par /,, (rans- 
mettra a la molecule m, pendant l’instant dl, une quantite do chalcur 
exprimec par </,(/,— f)dt, lc factour < 7 , representant une ccrtainc 
function do la distance des deux molecules. Ainsi la quantite totale de 
chalcur acquise par m sera — f)dt, le signe AI exprimant la 

so mine de tons les tonnes que 1 ’on trouverait on considerant les autres 
[mints in a , rn . t , in ,, ... qui agissent sur m, e’est-a-diro mi metlanl 7 .>,_/,, 
ou q 3 ,f 3 , ou < 7 ,, /, ainsi do suite, ii la place de < 7 On Irouvora de 
memo Ai < 7 , (F, —F )dl pour Fexpression de la quantite totale de cha¬ 
lcur acquise par le memo poinl m du second solide; et le facteur < 7 , 
est le memo <[ue dans le tonne A 7 , (/, — f) d/, puisque les deux solides 
soul formes do la meme maliere, et que la situation des points est la 
memo; on a done 

d — Ay,(/, ./') dl, 

I)=-iy,(F,— F )c//. 

On Irouvora par la memo raison 

A = 2,/,[(/,+]-,)-(/+ F)] dl; 

don e 

\ = d + 1), 

_A _ d I) 

H\I — eM + cAI' 

11 suit de la que chaque molecule in du troisieme solide acquerra, pen¬ 
dant l’instant dl, un accroissemcnt de temperature egal a la somme 
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nentielles imaginaires. On obtient ainsi ces memes valeurs de — et — 
, doc dv 

que nous venous de rapporter. 

La question que 1 on vient de trailer est la premiere que nous avons 
resolue dans la theorie do la chaleur, ou plutot dans la partie de cette 
theorie qui exige 1 emploi de l’Analyse. Elle fournit des applications 
minieriques tres facilcs, soit quo l’on fasse usage des Tables trigono- 
metriques ou des series convergentes, et elle represente exactement 
loutes les circonstanccs du mouvement de la chaleur. Nous passerons 
maintenant a des considerations plus generales. 


SECTION VI. 

DftVEL0PPEMENT dTtnE FONCTION ARBITRAIRE EN SERIES TRIGONOMfiTRIQUES. 

207. 

La question do la propagation de la chaleur dans un solide rectan- 
gulairc a conduit a Tequation 

d 2 r d-v 

JP + dp~ 0; 

ct, si 1’on suppose que Lous les points de l’une des faces du solide ont 
une temperature commune, il faut determiner les coefficients a, b, c, 
d, r., ... de la seric 

a cos * 1 -+- b cos 3 a; -+- c cos 5 a; -+- dcosyx 

en sorte quo la valcur de cette fonction soit egale a une constante 

toules les fois que l’arc x est compris entre — ^ et 4- T -- On vient 

d’assigner la valeur do ces coefficients; mais on n’a traite qu’un seul 
cas d’un problemc plus general, qui consiste a developper une fonction 
quelconquc on une suite infmie de sinus ou de cosinus d arcs mul¬ 
tiples. Cette question est liee a la theorie des equations aux differences 
particlles et a ete agi tec des l’origine de cette analyse. II etait neces- 
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sairede la resoudre pour integrer convenablemcnt les equations de la 
propagation de la chaleur; nous allons en exposer la solution. 

On examinera, en premier lieu, le cas oil il s’agit de reduire en uue 
serie de sinus d’arcs multiples une fonction dont le devcloppement ne 
conlient que des puissances impaires de la variable. Designant une 
telle fonction par o(a?), on posera 1’equation 

o(,r) = a siux -t- b sin 2^7 -+- c sin 3x -+- cl sin 4 a' 

et il s’agit de determiner la valour des coefficients a, b, c, d, .... On 
ecrira d’abord I’equation 


? (*) = -r f'(o) + f o"(o) + £3 9 "'(o) 




dans laquelle 9 '(o), ^"(o), <p"(o), cp IV (o), ... designenl les valours quo 
prennent les coefficients 

do(x) dr <p(x) d 3 y(.v) d'‘cp(.r) 

dx ’ clx' 1 ’ clx 3 ’ dj■> ’ 


lorsqu’on y suppose x = o. Ainsi, cn representanl le devoloppenient 
selon les puissances de x par I’equation 


o(x) — A.r 

y>6 y,0 

-B +(]—? [)_ 

2.6 2.0.4 .5 2 

/rjl ¥ 
6 Z| 5 (3 ^7 ^ 

on aura 


'0 

II 

0 

<p'(o) = A, 


?"(o) = 0, 

?'(0) —— R, 


9 IV ( 0 )=:. 0 , 

? v (o) = C, 


? VI (°) = 0, 

© VI, (o )■=-!), 


Si maintenant on compare l’equation prcccdcnte a cellc-ci 
cp(x) = a sin x + b sin 2 x -t- c sin 3 .2 -4- cl sin/fi' 
en developpantle second membre par rapport aux puissances de.r, on 
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aura les equations 

I A ~ « 4 — 9, b +■ 3 r 4- 4 t/ 4- 5 e 4- ., . , 

B = a -1- a 3 b •+- 3 :, c + l?d + 5 s e +.. 
yu) C = «+-tfb + 3*c + pd+5*e-h.. 

j I) =r« 4- a 7 b 4- 3 7 c 4- !?d 4- 5 7 e 4-.. ., 
f E ~ « 4- a' 1 b 4" 3°c 4- 4- 5 9 e4-..., 


Ces equations doivenl servir a trouver les coefficients a, b, c, d, e, ..., 
dont le nombre est infmi. Pour y parvenir, on regardera d’abord 
comme determine ct egal a m le nombre des inconnues, et Ton conser- 
vera un pareil nombre m d’equations; ainsi l’on supprimera toutes les 
equations qui suivent les m premieres, et l’on omettra, dans chacune 
de ecs equations, tons les lermes du second me mb re qui suivent les 
in premiers quo Ton conserve. Le nombre entier m etant donne, les 
coefficients a, b, c, d, e, ... out des valeurs fixes que Ton peut trouver 
par (’elimination. O 11 obtiendraitpour ces memos quantites des valeurs 
diderentes si lo nombre des equations et eclui des inconnues etaient 
plus grands d’une unite. Ainsi la valour des coefficients varie a mesure 
quo Ton auginonte le nombre de cos coefficients et celui des equations 
qui doivenl les determiner. II s’agit de recherclier quelles sont les 
limites vers lesquelles les valeurs des inconnues convergentcontinuel- 
leinent, a mesure que le nombre des equations devient plus grand. Ces 
1 imites sont les veritables valours des inconnues qui satisfont aux 
equations preccdentes lorsque leur nombre est infini ( 1 ). 

208 . 

* 

Oil considercra done suecessivcment les cas oil Fori aurait a deter¬ 
miner une inconnuc par one equation, deux inconnues par deux equa¬ 
tions, trois inconnues par trois equations, ainsi de suite a Finfini. Sup- 
posons que I on designe comine il suit differents systemes d’equations 


( 1 ) Fair la remarque cleja failo a I’arliclo 172. 


Cr. D. 





THE0R1E DE LA CHALEUR. 


190 

analogues a celles dont on doit tirer les valours des coefficients : 

a i “ Aj; 

( a. 2 2 b. 2 z=z A 2 , 

I | cto 4- 2 3 b 2 B 2 1 

j €1% - f- 2 ^3 + 3 C 3 ~=Z A;j, 

j a Z + 2^3 + 3 5 — B S , 

( Cl% 4" 2° & 3 4~ 3'* C 6 ~ La J 

I city —j— 2 b\ —f~ 3 C; t 4~ 4 ^4 —- A 4 , 

^ ^ | 1 ^4 *+■ 2 3 ^4 ~f~ 3 3 c !t 4 - 4 3 d> t B 4 , 

i 4- 2 s Z? 4 4- 3 s c 4 -j~ 4 s d ; , r_: C /( , 

( ff. v 4- a 7 6 4 4- 3 7 <? 4 4- 4 7 ^;, = I).,; 

I &5 4~ 2 Zjg —1~ 3 Cfj —I— 4 ^4 4“ ^f> A;;, 

1 <2 3 4- 2 3 6 5 4- 3 3 Cg 4- 4 3 <4 ■+■ 5 3 <4, ~ Br ;> 

< -f— 2 S b$ —{- 0 3 Cg —f- 4 3 r/ 5 4— 0 ’’ <?;; L;;, 

4- 2‘b, 4- 3 7 Cg 4- 4V4 -h 5 7 6' 3 ::: : I),, 

( 3 4- 2 9 6 5 + 3 fJ Cg 4- 4 9 d s 4- 5 9 e 5 r- Eg; 


Si inaintenant on elimine la dernierc inconnuo c,, au moyon <los 
cinq equations qui contiennent A s , B 5 , C 5 , D 5 , K s , .on trouvorn 

a «( 5S - I-) + 2 6,(5* — 2*) H- 3 C,(5* — 3 4 ) H- 4 </,(5 4 - 4 s ) :5* As ■ • It.;, 

or, (5*- i*) -+- 2*6,(5*- 2 *) + 3 9 c,(5 s — 3 s ) 4- 4»r/,(5* — /,*) . 5-B, 

ff ,(5* _ ,*) +. 2 «6,(5* - 2 *) 4- 3 3 c,(5* -3*) + 4«rf,(r>* — 4*)5- < 

«5(o s — I 2 ) 4- a 7 6, (5* - 2*) -4- 3 7 c,(5* — 3 s ) -i- 4 7 ^ 5 ('V- — 4‘-) fi-1>, K„. 

On aurait pu deduire ces quatre equations des quatre qui lormunt 
le systeme precedent, en mettant dans ces dernieres 

*5 2 i)« 0 , (5* —a*)6 ft (5*-3*)c„ (5* —4*),/. 

au lieu de 


et 


~ Er, 


au lieu de 


^4 ) 6 1 , C; t , (l< t 

5 2 A 3 — B 5 , 5 2 B 6 — C„ 5*C,-D„ 5 2 l) ;i 
A*. B 4 , C„ D 4 . 
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On pourra toujours, par ties substitutions semblables, passer du cas 
qui repoud a an nombre m d’inconnues a celui qui repond a un 
n ombre /«-+- r. En eerivant par ordre toutes ces relations entre les 
quantiles qui 1 epondent a l un des cas etcelles qui repondent au cas 



suivant, 

on am 

■a 







~ ct^ (e 2 — 

0> 







a ,2 : 

— «Z (3 s — 

•0, h 

. = l>3 

( 3- — 

25 )> 




^ 3 ' 

= a,,Ur-~ 

■ ■), i>i 

. = K 

a. 2 - 

2 s ), Ca : 

= c,( 4 s 

— 3 2 ), 

- 

ct\ 

= « 3 (5 2 — 

- 1 ). 

„ = b s 

(5*- 

**), 

= c 3 (o‘- 

-3 s ), d,: 

= tf 3 (5 s -4 s ), 

a-2 : 

= «,;(6 2 — 

-0. 'h 

; -• K 

(6*- 


= c fl (6 s 

'— 3 s ), rf,: 

O 

II 

J 

I! 


on aura 

anssi 








/ A,= 

A 0 — 

- IE) 







A,,- 

- 3 2 A 3 - 

- E;„ 

lb 

= 3 2 Ha ~ 




(rf) A 3 :::: 

- /i 2 A,, ~ 

-lb, 

lb 

— .i 2 B, - 

- c„ 

^ = 4*0,- 

-D„ 


A 

:5 2 A ; . - 


11,. 

= 5*11, - 


C, = 5 2 Cj - 

- D ; , 1),= 5*D,-E S 


On conclut 

des ( 

,'iqnations (e) 

quo, on representant par <r/, Z>, c, r/. 


f, ... los inconiuies dont lc nombro est infimi, on doit avoir 


)(3 2 -' )(^-> )(6 2 -f)...’ 

. _ ___ 

(p_:,. S)( 4^T0(5^a 3 )(6*- a*)... ’ 

(<’) | _ _Cj__ 

6 ' - ( _- 3 'i)(5 s -30 (6* _ 30 (7 2 - 3 2 ) • • ■ ’ 

, _ _ 

a _ - ( jj,— 4i 4«) (7 * -4 s ) (8 s - 4 s ). • - 


(*) Los produils indiques aux donominatcurs sont infiLnis et lie peuvent, par consequent, 
(Hro inlroduils dans los raisooucrncnls. C’cst une difficult^ de plus, dans une metliode qui 
pr6lo deja a lant d’objections. On pourrail Feviler de la maniero suivante. 

Lcs quatro equations de la page 190 peuvent 6tre ddduitos de cedes qui forment le sys- 
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11 reste done a determiner les valeurs de a,, b 2 , c 3 , d, { , e 5 , ...; la 
premiere est donnee par une equation dans laquclle entre A,; la se- 
conde est donnee par deux equations dans lesquelles entrent A 2 , B 2 ; 
la troisieme est donnee par trois equations dans lesquelles entrent A 3 , 
B 3 , C 3 , et ainsi de suite. II suit de la que, si Ton connaissait les valeurs 
de 

Aj; A s , B 2 ; A 3 , B 3 , C 3 ; A 3 , B t) C4, D4; • • •, 

on trouverait facilement a { en resolvant une equation, a 2 , b , en resol- 


temc precedent, on mettant dans cos dernieres 



1 



<•4 


Ks 

5* 


Alors les syslemcs de la page 191 prendront la forme 





on aura aussi 


1 

I! 

■< 

B, 

7 



A 2 — A3 — 

b 3 

32 ? 

b 2 

-b 3 -§, 

A3 = A4 — 

B.v 

■rr ? 

b 3 

= B V— 


4 2 


4 2 
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yant deux equations, a 3 , b 3 , c 3 on resolvant trois equations, et ainsi 

de suite; apres quoi on determinerait a, b, c, d, e .II s’agit main- 

tenant do calculcr lcs valeurs de 


A,; A„ \h; A;„ B s> C 


A*, B 4 , C 4 , D 4 


Aj, B„ C 5 . I) s , E 3 ; 


All moven des equations (d) : i° on trouvcra la valeur do A, on A> 
ot B 2 ; a 0 par deux substitutions on trouvera cette valeur de A, cn A.,, 
B ;1 , C. t ; 3" par trois substitutions on trouvera la memo valeur de A, en 
A,, B,, G/,, D,, et ainsi de suite. Ces valeurs successivos de A, sont 


A,r 

Ai ' 

A,: 

V 


A 2 

— 

b 2 , 



r 

3- 

- B;, ( 9.- + 3 2 ) -4- <: 3 , 



::: A 9 2 . 

.3*. 



+ 3 2 + 4 2 )-I) 4 , 

- ^ I) 2 “ * 

. 3*. 

./p.5 2 — B r ,(a 2 .3 s .4 s + 2 s .3 s 

. 5 2 -h 2 2 . 4 2 . 

5 2 h-3 2 .4 2 .5 2 ) 

H- C 3 

(9 2 

.3 s +aMM-2 2 .r> s -t-3V, s -i-3 2 . 


-D 3 (2 2 -t-3 2 -f-4 2 + 5 2 )-+-E 3 , 


dont il cst aise de remarquer la loi. La derniere de ces valeurs, qui est 

cl, par suite, 


«i 



Quant aux diderenles valeurs do Ai donnees a Farticlo suivanl, dies deviendronl 



On operera do memo pour A 2 , B 2 . A 3 , .ot cette parlie du raisonnement sera ainsi 
rdtablie dans touie sa rigucur. G. D. 

F. 
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ceJle que Ton vent determiner, contient les quantites A, B, C, D, • •• 
aver un indice infini, et ces quantites sont connucs; elles sont les 
memos que celles qui entrent clans les equations [a). 

En divisant cette derniere valeur dc A, par le produit inlini 


on a 



a*.3 s .4*.5‘.6*... t 




+ E 1 K3KK& + aTSMM? ■'•••• 


Les coefficients numeriques sont les sommcs dcs produils cjuc Ton for- 

merait par les diverses combinaisons dcs fractions — > y.’ 

p, •••, apres avoir separe la premiere fraction ~ Si Ton represent!' 

ces difFerentes sommes de produits par P ( , Q,, R,, S,, 1',, ... el si I’on 
emploie la premiere des equations (e) et la premier!', des (''(illa¬ 
tions (b), on aura, pour exprimer la valeur du premier coefficient c/, 
l’equation 


a 2 .3 2 .4 2 .5 2 .. - 


: A - BP, -t- CQ, - DR, H- ES, l< 


or les quantites P,, Q,, R,, S,, T,, ... pcuvcnt etre facilenient deter- 
minees comme on le verra plus bas; done le premier coefficient a sera 
entierement connu. 

210 . 

II faut passer maintenant a la recherche dcs coefficients suivanls, b, 
c, d, e, f, .qui, cl’apres les equations (e), dependent des quantites 
^• 2 . c 3» d t , e h , f e .On reprendra pour cela les equations (b); la pre¬ 

miere a deja ete employee pour trouver la valeur de a t ; les deux sui- 
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vantes donnent la valour do b,; los trois suivantcs la valeur dec 3 ; les 
qualre suivanl.cs la valour do d, ct ainsi do suite. 

I^u olloctuanl lo calcul, on trouvcra, a la scule inspection des equa¬ 
tions, pour los valours do b a , r it d,, e t , ... l C s rosultats suivants : 

■>./>,{>■ A 2 1 * — IE, 

3<•, (I s 3*)(a* - 3*) ••: A ; ,.\a* -R 3 (,» -h ;i *) + 

'h ( ,! — 4 s ) (a* .1*)(3« -4 s ) 

— A, r 2 .a”-• R (i-. a 2 . i 2 . 3 s ) H-<],, (i- + a‘ 2 + 3 s ) — 1)„ 

(i- ■ ■ ~r) (■.>-■ :V)(3 ! — 5 s ) (/f 5 s ) 

"• A 5 1 2 . a‘ ! . 3 s . i 2 • Rj(i 3* H- i 2 . a 2 . /f -i- i*.3*.4 s -t- a*. 3*. 4*) 

I C-( 1 2 .'.>. 2 • I • 1 2 .3 i -1 • i 3 .4 2 l-a*.3 J I- -t- 3 s .4 s ) — R.-i (i 2 -l— a - —l— 3 2 -h 4 2 ) H- E s , 


Ea loi <| iHi suivont cos equations ost facile a saisir; il ne res to plus 
qu’a determiner los quantiles 

A ; ., 1C; A 3 , H 3 , C,; A., B„ C,. 

Or los quantiles A.,, IE peuvent d(ro oxprimbes on A :1 , H.,, C :t ; cos der- 
uieros on A,, IE,, I),, .... 11 suftit pour cola d’opdrer los substitu- 
lious indiqubes par los equations ( d ); cos ebangemenls successifs 
rbduiroul l(‘s seconds membres dos equations preebdenl.es a no eon- 
lonir quo los ([iianlilds A, B, (i, I), ... avec tin indico inlini, c’osl-a-diro 
b‘s quanl itbs comities A, B, (',, I), ... qui ('ntront dans los equations («); 
los oooflicionls soronl los dillbrenls produits <|in* l’on pi*nt Cairo on 
eoinbinnnt 1 i*s oarrbs dos notnbres i 2 , 2 2 , 3% , 5 2 a l’inlini. 11 faut 

souloin(‘nt r('inar(|uor quo lo premier do cos oarrbs i 2 n’enlrora point 
dans los eocflieienls do la valour do <v,; <[uo lo second carrb 2 2 n’en- 
trcra point dans los coefficients do la valour do b 2 ; quo lo Iroisibme 
carrb 3 2 s(*ra soul omis parnii ecux qui sorvont a former los coefficients 
do la valour de r ;) , ainsi du res to. a l’infini. On aura done pour los va¬ 
lours do b. 2 , c 3 , (/*, <\ t , ... ol par consequent pour cellos do b, c, d, 
<\ ... dos rosultats ontioromenl analogues a celui quo l’on a trouvbplus 
haul pour la valour du premier coefficient a ,. 
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211 . 


Si maintenant on represente par P,, Q,, R,, S,, • • • les quantites 


1 ■ 1 1 „L_ 1 _1_ 

i* ' 3* ' 4 s 5 1 + “” 


I I 


i-.3 2 I 2 4' 2 I 2 .5* 3\4* 3 2 .5 


I ( I 
_l_ Ri 5 2 


iA3 2 4 2 1 i 2 .3 2 .5 2 I*.4 2 .5* 3 2 .4 2 .5 2 

1 , 1 , 
qi 3- 33 32 j 2 'j- 52 fj- ' 


m • •> 


que Ton forme par les combinaisons des fractions 


1 1 1 t 1 

7»> -%> 32’ 52’ 


a l’infini, en omettant la seconde dc ccs fractions on aura, pour 
determiner la valeur de b,, l’equation 


ib. 


2 1 2 .3*. 4 2 -5 s . 6 s . 


: A* — BP, 4- CQ 2 — DR, 4- ES, — FT, 


En representant, en general, par P ;i , Q„, R„, S„, T„, ... les sommes 
des produits que I’on peut faire en combinant diversemcnt loutes les 
fractions y,> apres avoir seuleino.nt omis la 

fraction on aura, en general, pour determiner les quantiles (>,, 
c 3 , d it (? 5 , .... les equations suivantes : 


A t — BPj 4- CQ, — DRi 4- ESj 


A, — BP s 4- CQ, — DR 2 4- ES 2 —... — 2 b, — 


1 

1 a 2 .3 2 . [y. 5 s ... 
1 2 — ■>:- 


-.3*./| s .5C; . ’ 

a 3 —bp 3 4-cq 3 —dr 3 4-es 3 —...= 3e 3 lil ~ 31 K aa - j!l, 

2 I 2 .2 4 ./p.JP.tP. . . 

A, - BP 4 + CQ. - DR* -h ES* -... = ), 

1 *.2*. 3 s ..') 1 .6*... 
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212 . 

Si Ton considere maintenant les equations (e) qui donnent les va¬ 
lours des coeffieients a, b, c, d, ..., on aura les resultats suivants : 


— 1 - 


i- /r — r 


2 5 2 — i 


a b 


3 c 


t\d 


a 2 3 2 V- 5 2 
, 2 ___ a s 32 0.2 /j 2 _ a 5 5 3 - a 2 


1 2 3 2 4 2 5 2 

i*—3* a* —3* l \-— 3 2 5*-- 3* 


a 2 


• •• = A -BP, + CQ, — DR, + ES, - FT, +.... 

• • • = A — B P, -H CQ, — DR* + ES, -..., 

• BP, + CQ S —DR,h-ES, —.... 


,2 <2 ,,2 _ f.l 31 /.2 52 __ 42 

i_1- -2_ i... = A —BP*-+ CQ 4 —DR 4 -t-ES v -..., 

x 2 a 2 5- 5- 


En dislinguant quels sont les facteurs qui manqucnt aux numera- 
lours et aux denoininateurs pour y completer la double serie des 
nombres nalurels, on voit quo la fraction so reduit, dans la premiere 
equation, a dans la sccondc a —dans troisiemc a ^- 2 ; 

dans la qualriome a — d-g; cn sortc que les produits qui multiplicnt 

a , 2 b, 3t‘, L\d , 

soul alleriialiveinon t et - d. 11 no s’agit done plus que do trouvor 
les valours do 

IV Oi, lb, S„ 1’,, Q„ R 2 , V, IV Q 3 , IV S„ .... 

Pour v parvenu 1 , on reinarquera que l’on peut faire dependre ces va¬ 
lours do cellos des quantiles P, Q, R, S, T, qui representent les 
dido rents produits quo Ton pout lornieravcc les fractions -p 31 ’ 

1 , ! , ... sans cn omeltre aucune. Quant a cos derniers produits, 
5 a (5 s 

lours valours sont donnecs par les series des developpements de sinus. 
Nous rcprcscnlcrons done par 

P, Q, R, S, ... 
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les series 


11 1 , 1 1 

i- 1 2 2 3 2 4 2 a 2 


i 

I 2 ■ 

r 


i s .3 4 + i 3 4 4 + 2 2 . 3 2 + 2 4 .4 3 H 3 4 4* ~ h "‘’ 


-I-..., 


i 4 .2 4 .3 4 i*.a*4* i‘. 3 4 4 4 2 s . 3 s . 4 s 


i*. 2*.3*4*'2 2 .3 i 4" i '.5 4 + i 2 .2 s . 3 s .5 s 


-h.. ., 


La serie 


sia.r — a.* — 


x 6 j? + 


i.3 2.3 ./j • a 2.3.4.5.G.7 


nous tournira ies quantiles P, Q, R> S, T,_E 11 ellel, ia valour <lu 

sinus etant exprimee par liquation 


sin x ~ x 








on aura 


2.3 2.3.4.5 2.3.4. 5.6.7 


I---/V 1-r.- 


(I’oii 1’on conclut immediatement 


2.3 ’ 


s£.) - .W-- 


Q = 


2 '. 3 4 ■ 5 ’ 


H = 


2. 3 .4. 5 .6.7 J 


2. 3 .4. 5 .6.7.8.9 1 





CHAPITRE III. — SOLI RE RECTANf, U LAIRE INFIX I. 1<J() 


213 . 

0 

Supposons maintcnant que P /if Q„, R„ s„, ... represenient las 
sonnncs de produils differents que Ton peut fa ire avec les fractions 

7 »> 3 *’ 5 "i’ •••’ c l 0llt on aui>a separe la fraction n otant un 

nomlms enlier quelconque; il s’agit do determiner P„, Q a , R.,, S„, ... 
au moyen de P, Q, R, S.Si 1’on designe par 

i — <! P« -I- <!'- <>„ — y 3 R„ 4- q’‘ S„ 

h‘ produil des faeleurs 


parmi le.squels on aurait omis le seul facteur i — il faudra qu’en 
multiplianl. par i — -j la quantile 


on Ironvo 


<1 p« H- </* 0, - <7* U» -h S„ — . . ., 
(j P l 7 2 Q H \-(/'* S — . . . . 


Code comparison domic I os relations suivantes 


^ O, 

K„ ^ 0„ ”, ^ 

H li// 
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mi 


p -= p -«** 


Q„ = Q — -^P+ -4> 

II 1 II* 


R„ = R-Q 4 - -4 P- 7 > 

" n 1 ' « 4 /i k 




En employant lesvaleurs connues de P, Q, R, S et faisanl succossi 
vemenf n — r, 2 , 3, 4, 5, .... on aura les valeurs de P,, Q,, R,, S,, ... 
celles de P.,, Q a , R 2 , S 2 , ..cedes de P 3 , Q 3 , R s , S 3 ,- 


214. 


d resulte de tout ee qui precede que les valeurs de a, b, r, d, c, ... 
deduites des equations 


a 4- 2 b 4- 3 c 4 - 4 cl 4- 5 e 4 -... — A, 

a- f- 2 J i + 3 s c4-4 s rf+5 s cH-_= Ji, 

« + 2 : 6 -f 3 5 c -t- 4 s t/ 4 - 5 5 e+ . .. = C, 


^ -4- 2 1 b - f- 3‘c-t- 4 7 rf+ 5 ■ e 4 - ... f), 
«4-2 9 64-3 9 C4-4 9 ^+ 5V-1-. . , = E, 


sont exprimees ainsi : 


a 


~ B fe~7i) +C 


I 71- 


2.3.4.5 i 2 2.3"^ r * 


• D ( 


r re* 


V2.3.4.5.6.7 i 2 2.34.5 


I 7T- 

I V 2.3 


7T 


7T 1 


2.34.5.6.7.8.9 I 2 2.34.5.6.7 j* 2734T5 


i 2 . 3 * 


2 
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a b 


A - B 


D 


+ E 


-^7 — 4- Cf - 

2.0 37 \3.3.4.5 

1 t: 2 

2 2 2.3 

7T° I 7T ; 

, 1 ^ 

2.3.4.5.6.7 2" a. 3.4.5 

H-r — 

2. f 2 

7T 8 I 

77 115 

2.3.4 .5.6.7.8.9 2- 2.3 

.4.5.6. 


a 1 2.34.5 


I 77 - 

2 ,; 2.3 


'« ~ A " B (o ~~ i) + <: TTTs ~ 3 *r 3 ~ , ~v 


I 71- l 


I 77 * 


1 71 - 

+ ol 


a. 3 . /| .5.6.7 3 * 2. 3 .4 .5 3 ,f 2.3 3 8 

, p /_^_[_ _ 1 ^ 

J v 2.3./| . 5 .6.7.8.9 3 2 2.3.4.5.6.7 3 V ^ 3 . 4 T 5 


I 77 - 

3° 2.3 


i) 


'y' ,v * - II ' « 


773 


4 V 

H~ C 


I 3 . 4.5 

4 2 


7T 

t> 


r 

tt'" 


2.37 

4- 

5.6 

•7 

•4 2 

:r37?r 

.;> 



77 8 



I 

77 ( 

2.3. 

4- 

5.6" 

; 7 .,s. 

• 9 

" 4* 2 

73 747 


I 

4 \ 


+ 77 


I 7 T- I 

4° 2.3 *” 4 s 


215. 


('onnaissanl les valours do a, b , c, rf, e, /, .... on les substituera 
dans l’equaiion proposec 

cp (,r) — a sin.* -t- b si 112a- -1- rfsin 3 .* -t- e sin 4 3? -+-• • •; 

el meUant aussi au lieu dcs quantites A, B, C, D, E, ... leurs valeurs 

F. 26 











202 THEORIE DE LA CHALEUR. 

o'(o), o"'(o), 9'(o), 9 r “(o), 9 n (o), on aura l’equation generate 


£i£l 

2 




in *[?'(<>) f (o)(^3 - pj + ?>) ~ f 2 + p) 

vn/ N / 7r fi i tt'- i tt 2 i \ 

H- 0 MI (o) ( — o~r~£—r~~ - 5 ' “V 7 ” —I “"7 — 7 ) • 

1 \ 2. 3 .4. 5 .6-7 i- 2.3./|.7 i a .3 r ( y 

7(°) + (°) (o “ i) + ? V(o) (5333 - 7 “3 7) 

vii/ x/ ^ 1 7 I V I IT 2 I 

9 ^°H x 2.3.4.5.6.7 2 2 2.3./1.5 s'" 3.3 3 


sin2jr 


sin 3 a; 


— 7 sin^jr 

4 


?' (o) -+- (O) (^3 - 37J + 9» ~ 3* “ 3 H- ;y; j 

+ <?'» (i 73 TS 77 7 - i ,.34.5 H 7 o - 7) -'-•• • 
7 (o) + ?' (°)(73 - 7) H ?» (737.5 “ 7 3 7 ) 

+?VU(0) (7375.677 - 7 ora H_ 7 7.3 •••7 )-'-•••_ 


On peut se servir de la serie precedente pour reduirc on serie do sinus 
d’arcs multiples une fonction proposee, donl le developpcmcnl. no con- 
tientque des puissances impaires de la variable. 


216 . 

Le cas qui se presente le premier est celui oil l’on aurait 


?0) =••*; 

on trouve alors 

?'(o) = i, cp'"(o) = o, tp v (o)~o, 
ainsi du reste. On aura done la serie 

f = sinx — i sin ax + | sin3.r — ~ sin4x 


qui a ete donnee par Euler. 
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Si Ton suppose que la fonction proposee soit x 3 , on aura 

<p'(o) — 0, = 2.3, 0 v (o) = o, ffl vll (o) = 0, 

cc qui donne I’equation 


,r 3 


a. 3 

I- 


sin.r 



2.3'\ . i / 2.3 


sill3 .r 


On pa rvi end rail a ce meme resultat cn partant de 1’equation prece¬ 
de n to 


. sin.r 


- sin 2 x - sin3 ,x — J sin 4^ -f-. . 


En diet, cn uniltipiiant cliaquo menibre par dx et integrant, on aura 

C - - V cosx — cos 2 x -h — cos 3.x* — cos4*^ ; 

4 2 - 3 2 4 

la valour do la oonstanle C est 


3- ' 4 2 


serie dont on suit quo la somme est 
deux membres do liquation 


I TU- 


2 2.3 


7 T' Multipliant par dx les 


r tc- .r- 


COS X —- COS2.r 4- 77 T cosox —... 

:> •>.. 3 (\ 3 2 


et integrant,, on aura 


1 n*,r i .r* . i . 1 • o 

* - - - T sui.r --- — sm 2 .r -h ^ sm3.r — .... 

2 2 . .> 2 2.3 2- 3 - 

Si maiiitenant on met au lieu do ,r sa valeur tiree de 1’equation 

;r . I . I . „ I . , 

sin x - - sin2,r rrsm 3 x — 7 sin4 x 

2 2 3 4 


on 


obliendra la memo equation que ei-dessus, savoir 


2 2.3 


7T~ 

273 


Sill X 


I f 7T- 


SHI 2 X 


i { T? i \ . 0 r ( 7r 2 I \ . , 
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On parviendrait de lameme manierc a developper en series de sinus 
multiples les puissances * 5 , x\ x\... et, en general, toute fonction 
dont le developpement ne contiendrait que des puissances impaires 
de la variable. 

217 . 

L equation (A) (art. 215 ) peutetre raise sous une forme plus simple 
que nous allons faire connaitre. On remarque d’abord qu’unepartie du 
coefficient de sina? est la serie 


?(o) - 


!.3 




2. 3 .4 • 5 .6.7 




([ui represente la quantite -9(11). En effet, on a, en general, 

,T“ 

o(,r) ~cp(o)H-.r0 / (o) -f* — cp" ( O ) -h r> ty'" ( o ) 


Or la fonction 9(37) ne contenant, par hypothcse, (|ue des puissances 
impaires, on doit avoir 

Cf> (o) = 0, (p"(o)=o, tp ,v (o) — o, 


et ainsi de suite. Done 


9 (a?) = a;<p , (o)+ ^<p"(o)+ /(o) -I-.. . . 

Une seconde partie du coefficient de sina? se Irouve en multiplianl par 
-^ la serie 

I 2 


? " (0) + o? V(0) + r 


2. 3 .4 .5 


9™(o) 


2. 3 .4. 5 . 6. 7 


<p IX (o) -h 


dont la valeur est On determinera de cette manierc les d ide¬ 

ates parties du coefficient de sina? et celles qui composcnt les corf- 
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ficients de sinaar, sin 3 tr, ,to 4 », su. 5 *.On emploier,, pour cela 

les equations 


■' (o) + r3^" <°>-+- rdxi^ ! ? V,I(0 ) 

9 '" (O) + ~ <p v (o) + - 73 ^3 f "(O) + ^ ?" (O) +...= 

f v (o) + ^ ?V ' I(o) + OX5®" (o ) + --- 
? ra (o) + ^f (o)+... 


= = ? (~), 


O (77). 




; Z? V, (~). 


an moyen do eette reduction, on donnera a l’equation (A) la forme sui 
vante 


/ 


77 

p. 


?(•*■) - 


(R) 


; 


ou eello-ci 


sin x 


I . 

-SUI 2 .7' 

p 

-b ~ sin 3.r 
o 

--- 7 sin.'i.r 

H 


cp( 7Z ) — -- 9 ;/ (tt) -f ~9 ,V (7T) — ~ o vl ( t:) -b. . . | 

?(") - ^© V, ( 77 )+...J 

<P(^) — ^?"( 7 T)-h 7 , 9 IV ( 1 T) - l<p vr ( 77 )-t-.. . | 

TOO ■- 7* ?"(*)+ -A<? ,v (7t)- r c 9 v, (^) +••••! 

0-14 J 






<p (.r) = cp (tt ) ^sin .r — ~ sinsj? -b ^ sin3^ — * 0 
— 9" (n ) ^sin j? — ~ sin 2 j? -b ~ sin3j? 


9 IV (tt) ^sin jp — jr sina^r +• ^ sin3.# • 
cp vr (7 i ) (^si woe — ~ sin 2^7 — ~ sinS.r • 
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218 . 


On peut appliquer l’une ou 1’autre de ces formules loutcs lcs fois 
que Ton aura adevelopper unefonctionproposee cn une serie tie sinus 
d’arcs multiples. Si, par exemple, la fonction proposeo est e x — c~ 
dont Ie developpement ne contient que des puissances impaires de u\ 
on aura 

r. e x — e~ x 
2 e % — e _7C 


sin.r— - sin 2 *r-b~ sin3.r— ... 
2 o 


— ( sin j: -sin 2 x sin3.r • 

2 '* 3'* 


SlllX-r Sin 2X ~\~ ttt: Sill Sx 

2° 3 (> 


■•••) 

— ^sinx — ^ sin 2 x -i- ^ sin3.r 

sin x — gina.r 4 - sin3.r - -. . . J 


En distinguant les coefficients de sintr, sin 2 tr, sinba?, sin/pr, ... el. 

mettant au lieu de - — -t- -b — -L + ... S a valour - , on aura 

n 11 n n‘ nr -|- i 

n e x — e~ x sinx sinax sin3.r sin4.r 

a e w — i 4- j 2 + J + 3-Hi ~ 4~i ‘ l_ - 

On pourrait multiplier ces applications et cn dednire plusieurs 
series remarquables. On a choisi 1’exemple precedent parce qu’il so 

presente dans diverses questions relatives a la propagation de la clia- 
Ieur ('). 


,r ni^ F P 7 ’ f 1 8rtlCle 61 da ‘ 1S 1CS P^^donls, appolloraiont encore les 

SrhUrlrir dW °T Se S6d6S ° btenUeS Cl leUrS CHelriciolUs <l’uno maniere lout a 
Srie b evidemment impossible de justifier la substitution do la valour '■ a la 


I -h I - 


que l’dlustre auteur opere ici pour determiner lo coefficient do sin.r. 


G. D. 
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219. 

Nous avons suppose jusqu’iei que la fonction dont on demande le 
developpement en series de sinus d’arcs multiples peut etre deve- 
loppec en une serie ordonnee suivant les puissances de la variable x, 
et qu’il n’entrc dans cette derniere serie que des puissances impaires. 
On peut ctcndrc les memes consequences a des fonctions quelconques, 
meme a celles qui seraicnt discontinues et entierement arbitrages.- 
Pour etablir clairement la verite de cette proposition, il est necessaire 
de poursuivre l’analyse qui fournit l’equation precedente (B) et d’exa- 
miner quelle est la nature des coefficients qui multiplient sina?, sin 2 ar, 

sin Zx, sin/i#, .... En designant par ^ la quantite qui multiplie dans 

cette equation j sinna? si n est impair, et — ^ sin/ia? si n est pair, on 
aura 

S r-T. CP ( 7T ) - • -- ) -f- Cp lV (TIT') - cp V ' (7T ) -+- . . . . 

, V / n l T V - n , T n b r 


Consideranl s commc une fonction de it, differentiant deux fois etcom- 
parantlcs resultats, on Lrouve 

i d 2 s 


S -+- -S ~r% =tp(7T); 
II 2 a IT 2 T 


equation a laquelle la valeur precedente de s doit satisfaire. Or l equa¬ 
tion 


i <Ps . . 

* + IT' 


dans laquelle $ est considerec comme une fonction de x, a pour inte- 
grale 

t:;: a cos nx b sin il x -b ji sin nx I cp(x) cos nx dx 

-ncos«« J <p(a?) sin nx dx- 


n elant un nombrc entier et la valeur de x etant egale a tc, on a 
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Lt* signe -+- doit etre choisi lorsque n est impair, et le signc lorsque 
ce nornbre est pair. On doit supposer x egal a la demi-circonference 
apres l’integration indiquee; ce resultat se verific lorsqu’on developpo, 
au moyen de l’integration par parties, le lerme 


I y(x) sinnxdx, 

en remarquant que la fonction <p(a?) ne contient quo des puissances 
impaires de la variable et en prenant l’integrale depuis x = o jusqu a 

On en conclut immediateroent que ce termc cquivaul a 





Si Ton substitue cette valeur de j dans [’equation (B), en prenant le 

signe -t- lorsque le terme do cette equation est de rang impair, et le 
signe — lorsque n est pair, on aura, en general, 


j <p(a?) sin nxdx 


pour le coefficient de sipna;; on parvient de cette maniere a 1111 resultat 
tres remarquable exprime par 1’equation suivante 


(I» 


- o{x) — sinx 


J sinx cp(x) dx ■+■ sin 2 .r ^sina.r <p(.r) d.t 


| -i-sin3x^sin3x tp(x) ctxsin/x J sin/./■ <p (.r) e/.r | 


le second membre donnera toujours le developpcmcnt clierehe de la 
fonction y(x) si l’on effectue les integrations depuis ,r — o jusqu’a 


(*) C est ici que Fourier enlre dans la voie quilui a permis d’oblenir des notions exudes 
et completes sur la nature des sdries trigonomdtriques ot d’indiquor la solution vdritnhlo 
d’une question celebre qui avait occupe au xvm“ sieele Euler, d’Alemberl, D. Bernoulli et. 
Lagrange. La determination des coefficients de la serie par des intcgralos deludes, intd- 
grales qui conservent un sens, mfime lorsque la fonction est discontinue, est due tout 
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220 . 


On voit par la que les coefficients a, b, c, d, e, f, qui entrent 
dans l’equation 

~ ? (#) — a sinx -+■ b sin 2 ^ + c sin3 x -+■ d sin4 x - 4 -..., 

(U quo nous avons Irouvcs precedemment par la voie des eliminations 
suocessives, sont des valeurs integrates deflates exprimees par le 
tonne general 

/sin ix o(x) dx , 

i elant lc numero du terme dont on cherche le coefficient. Cette 
re marque est importante, en ce qu’elle fait connaitre comment les 
fonctions entierement arbitrages peuvent aussi etre developpees en 
series dc sinus d’arcs multiples. En effet, si la fonction o(x) est repre¬ 
sented par l’ordonnec variable d’une courbe quelconquc, donl l’ab- 
scisse s’etend depuis £t? = o jusqu’a ,r = -a, et si l’on construit sur cette 
memo partie de l’axe la courbe trigonometrique connue dont l’or- 
donnee est j' = sin,r, il sera facile de se representer la valeur d’un 
terme integral. II fautconccvoir quo, pour cliaque abscisse x a laquelle 
repond unc valeur de cp(.r) ct une valeur de sin;r, on multiplie cette 
derniere valeur par la premiere, et qu’au meme point de l’axe on elevo 
une ordonnee proportionnelle au produit ®(a?)sina?. On formera, par 
eette operation continuelle, unc troisieme courbe dont les ordonnees 
sont. cellos de la courbe trigonometrique, reduites proportionnelle- 
ment aux ordonnees de la courbe arbitraire qui represent© <p(a?-)* Cela 

(uiticro k Fourier; clle osl l’origine des progres fondamentaux que lui doit cette theorie. A 
la vorite les propositions auxquellcs il s’osl trouv6 conduit par la formule (D), et qui sont 
formulocs au commencemont de l’articlo suivant, n’ont pas ele demontrees par lui d’uno 
manibro rigoureuse; mais comme, uno fois enoncees, elles etaient susoeptfbles au moins 
(1’uno verification numdriquo, elles ont etc admises, apres quelque hesitation, par tous les 
gdometres, avant d’avoir cte dtablies par Dirichlet. La theorie de Fourier a ete exposec pour 
la promidro fois dans son Memoire Sur la Theorie de la chaleur, presente a FAcademie dos 
Sciences lc 2 t decombre 1807. G. 

F. 
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pose, 1’aire de la courbe reduite, etant prise depuis j- = o jusqu’a 
x — t., donnera la valeur exacte da coefficient de sina?; ct, quelle quo 
puisse etre la courbe donnee qui repond a <p (.*•), soil qu’on puisse Ini 
assigner une equation analytique, soit qu’ellc nc depende d’aucunc loi 
reguliere, il est evident qu’ellc servira toujours a reduirc d’unc ma- 
niere quelconque la courbe trigonometrique; cn sorte (jue l’aire do la 
courbe reduite a, dans tous les cas possibles, une valeur doterminee 
qui donne celledu coefficient de sin,r dans le devcloppeinentde la fone- 
tion. 11 en est de meme du coefficient suivant b ou j o{x) sin ti.r dx. 

II faut, en general, pour construire les valours des coefficients a, b, 
c, d, e, imaginer que les courbcs dont les equations soul 

y —sin.r, yr^sin 2 .r, j = sin3.r, y — sin \ ■>', ... 

ont ete tracees pour un memo intervalle sur l’axe des .r, depuis x = o 
jusqu’a x = u, et qu’ensuite on a change ccs courbcs en mill Li pi inn l 
toutes leurs ordonnees par les ordonnees corrospondantos d’nne memo 
courbe, dont l’equation est y=cp(a;). Les equations <les courbcs re- 
duites sont 

y = o(cr)sin.r, y = cp(,r) sin 2 .r, y == <p(.r) sin3 .r, y cp(.r) sio.'i.r, .... 

Les aires de ces dernieres courbcs, prises depuis .-r--- o jus<|u’a 
seront les valeurs des coefficients a, b, c, d, ... dans (’equation 

-a(.v) z— a sin.r -+- b sin 2 x -+- a sin 3 .r -I- d sin ,'i .r 1 .... 

2 

221 . 

On peut aussi verifier l’equationprecedente (I)) (art. ill)), cn deter¬ 
minant immediatement les quantiles a,, ... dans I’oqua- 

tion 

<?(#) = a, sin# -+- a, sin 2# -+- a, sin 3 ./• -\~.. . uj si wjx !-...; 

ppur cela on mullipliera cliaeun des membres de la derniere equation 
par siniaiir, i etant un nombre entier, et Ton premlra l’integralo 
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depais x ~ o jusqu’a x = tc ; on aura 


/ ©(••*) sin ix dx~ a x j' sin.r sin ix dx 

-h a, j' sin o.x sin (.r dx -t- . . . -i- a jJ "sin j x sin ix dx -h.... 


Or on pout facilenoent prouver : 

I' 1 Quo toutcs les integrates qui entrent dans le second mcmbre ont 
tine valour nulle, exccpte le seul terme a t I siiu,rsinor dx-, 

2 ° Quc la valour do j sinixslnixdx est 
D’ou Ton conclura la valeur do a t qui est 


2 
7 X 



sin ix dx. 


Tout so roduit a considerer la valeur des integrates qui entrent dans le 
second membrc, ct a demontrcr les deux propositions precedentes. 
I/integrate 



sin ix dx. 


prise depuis ,r = o jusqu’a ac = tz, et dans laquelle i et j sont des 
nombres on tiers, est 


-y 


sin (i ~-J) x - 


‘ ■+* J 


sin (/ j)x C. 


L’integralc (levant eommenoer lorsquc x = o, la constante C est nulle, 
et, les n ombres / ct j etant entiers, la valeur de l’integrale deviendra 
nulle lorsqu’on (era ,r — tc; il s’ensuit quo chacun des termes tels que 


j sin.*' siiu\r dx, 
a z j sin 2 x sin ix dx, 
a.i sin3.z* siller dx, 
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s’evanouit, et que cela aura lieu toutes les fois que les nombres * et,/ 
seront ditferents- II n’en est pas de memc lorsque les nombres i et / 

sent egaux; ear le terme auquel se reduit I’integrale 

0 l J 

devient -> et sa valeur est it. On a, par consequent, 


,/si 


si nix sin 


ixdx = 7 i; 


on obtient ainsi, de la maniere la plus brieve, les valeuis de ct { , a. 19 (i>\ 
.... a i9 qui sont 


a i = 9 ~ j 9O) sinx dx, 
J cp(x) sillier dx, 
a-2= - j*cp(x) sinSxdx, 


at = y{x) sin ix dx. 

En les substituant, on a 

j o(x) = sin«r J*o{x) sin a: dx 4- sins x j 9 (x) sin 9 .x dx 

r. j *9 (x) sin 3 x dx 4- sin ix j cp(.r)sin/.r dx -I- 


4- sin 3 x 


222 . 

Le cas le plus simple est celui oil la fonetion donnoe a une valour 
constante pour toutes les valeurs de la variable x comprises enlre o 

et t:; dansce cas, l’integrale j sin ixdx est egale a 4 si le nomhre i esl 

impair, et egale a o si le nombre i est pair. On en deduit Inequation 

7T I . o I . K I . I 

- = sin sinodj-h - sm 5 j? 4— sin nx 4- - sinna; 4-.. 

2 3 5 7 ; 9 

que Lon a trouvee precedemment. 
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11 faut remarquer que, lorsqu’on a developpe une fonction o(x) eh 
une suite tie sinus d’arcs multiples, la valeur de la serie 

a sin a; -t- b sin 2 a? 4 - c sin 3 a? 4 - d sin 4 -... 

est la me me que celle de la fonction y(x) tant que la variable x est 
comprise entreo et it; mais cette egalite cesse, en general, d’avoir lieu 
lorsque la valeur de x surpasse le nombre it. 

Supposons que la fonction dont on demande le developpement 
so it tv; on aura, d’apres le theorem e precedent, 

7T J 


L’integrale / .r sin ix doc equivaut a ± lcs indices o et ~ qui sont 

Jq l 

joints au signc j font connaitrc les limitcs de I’inlegrale; le signc 4- 

doit etrc choisi lorsque i est impair, et le signc — lorsque i est pair. 
On aura done [’equation suivante : 


- =siuj? f x sinxdx -f- sin 2# J a? sin 2xdx 

H- sin x sin3 x dx sin 4 *^ f # ^>m^x dx ... . 


x 

- = saw 


- sin 9 .x -i- 4 sin 3a; ■ 
a 3 


sin 4 x 


■p ■ sin a,# —. 
5 


223. 

On devcloppcra aussi cn series tie sinus d’ares multiples lcs fonc- 
lions dilferentes de celles ou il n’entre que ties puissances impaires tie 
la variable. Pour apporter un cxemplc qui nc laisse aucun doutc sur 
la possibilile de ee developpement, nous choisirons la fonction cos.r, 
qui no conticnt que des puissances paires de x, et qu’on developpera 
sous la forme suivante 

a sin.c -4- b sin 2 x 4- c siti 3 .» 4- d sin4 x 4- e sin 5 a; 4- •.., 
quoiqu’il n’entre dans cette derniere serie que des puissances impaires 
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j e la meme variable. On aura, en eflet, d’apres le theoremc prcco- 

dent, 


- cos.r = $h\J' / cos x sin x dx 
2 J 

4- sin 2 x j cos<r sin 2 x dx 4- sin3^* ^ cos.r sin 3<r* dx -I- .... 

t/ * 

I/integrale J cosxsmixdx equivaut a zero lorsque i est nil nonibro 
impair, eta - lorsque i est un nombre pair. En supposanl succes- 
sivement i = 2 , 4, 6, 8, on aura la serie toujours convergent 


- 2 4 

- COS X — -^ Sm2X 4- o“F 

4 i.3 0.5 


^ sin 4^ -h 7— sinO.-r 
* 5.7 

TO 


4-sino^r 

7-9 9* J 


sinio.r 4 -. . . 


on 






j 4- - ) sin 6.r • 


7 9 


sinS.r 4 - ( - -I- — \ sin 10 ./ 
11 f 


Ce resultat a cela de remarquablc qu’il offro le developpemenl, du 00 - 
sinus en une suite de fonctions dont chacune nc contienl quo des 

puissances impaires. Si Ton fait dans 1’equation precedents .r = y, on 
trouvera 

71 — 1 1 1 1 \ 

4 V '2~n i 3 5~7 + 9 + TT“T3~T5 

Cette derniere serie est connue ( Tntrod. in analysin injinit ., cap. X). 


224. 

On peut employer une analyse semblable pour developper unc fonc- 
tion quelconque en serie de cosinus d’arcs multiples. Suit <p(.-r) la 
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fonct.ion dont on demande le developpement, on ecrira 


(/») 


\ o(x) = «o cos ox o, cos.r cos'z.r 

I -+- « 3 cos 3 x 4 - cos ix 


Si l’on mulliplie les deux membres de cette equation par cosy.r et quo 
Ton integre chacun dcs tenues du second inembre depuis sc — o jus¬ 
qu’a ,x=:tc, il cst facile de s’assurer quo. la valcur de cette integrale 
sora nullo, oxcepte pour le soul ternic qui conlient deja cos jx. Cette 
remarque donne immedialement le coefficient a 3 ; il suffira, en general, 
de eonsideror la valcur de Finldgrale j cosy\rcoscr r/.r, prise depuis 

•r = o jusqu’a x = k, cn supposant quo j et /sont des nombres entiers. 
On a 


/' 


cosy.r cos i.r dx : 


— - 7- sin (j -t- i).v h - d- 

•>■(./ -+-0 ao - 


0 


sin (y — i).v -+- C. 


Lotte integrale, prise depuis .r = <> jusqu’a x — ~, esl. evidemment 
mi lie toutes les fois quo j et/ sont deux nombres difierenls. 11 n’en est 
pas de memo lorsquc ces deux nombres sont egaux. Le dernier (erme 

. 1 -- - sinf / — L)x (b'vient et sa valeur cst -> lorsque Fare .r cst 

egal a tz. Si done on mulliplie les deux (ermes de Fequation preee- 
dente (w) par cos/'.r, el. quo I’on integre depuis o jusqu’a it, on aura 



cos i,r dx 


lUi; 


equation qui fera eonnailre la valeur du coefficient a t . Pour Irouver le 
premier coefficinit a 0 , on remarquera (jue, dans 1’integrale 


si Ton a 


-r-r- Sill (’ j -t- i)X -+- 


I 

TiT^T) 


sin (y — i)x, 


j O 01 1-0, 


chacun des 


termes devient -■> et la valcur de cliaque It'rnie est 
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ainsi l’integrate j" cos jx cosix dx, prise depuis x = o jusqu’a x — tz, 
est nulle lorsque les deux nombres enticrs/et i sont differents; die 
est ^ lorsque les nombres j et i sont egaux, mais differents de zero ; 
die est egale a r, lorsque J et i sont l’un et I’aulre egaux a zero. On 
obtient ainsi l’equation suivante : 

1 -o(.r)—- I o(x)dx-hcosx I <p(.r) cos xd.r 
1 2 2 Jo Jo' 

( II) ' . 

j -f- cos 2X f o (x) cos 2 cr dx -j- cos C cp (x) cos 3 x dx ~f-.,,. 

«/Q '-'0 

Ce theoremc et le precedent convicnnent a toutes les fonctions pos- 
sibles, soit. que 1’on en puisse exprimer la nature par les moyens 
connus de I’Analyse, soit qu’elles correspondent a dcs courbes tracees 
arbitrairement. 

225. 

Si la fonction proposee dont on demande le devcloppement en cosi¬ 
nus d’arcs multiples est la variable x elle-memc, on ecrira I’equation 


— = ff 0 4- «1 COSX-l- a, COS2« + COS 3 X . .4- a,- eos/.r -I-..., 

et Ton aura, pour determiner un coefficient quelconque a,-, requation 


«; = 


X 


It 

x cos ix dj\ 


Cette integrate a une valeur nulle lorsque i est un nombre pair, et est 
egale a — | lorsque i est impair. On a en merne temps 


On formera done la serie suivante : 


, Yt __ g r. CQS ^ f m cos3 x 

2 7T ^ 


,COs5.X‘ .COS n.r 

4 5*tt 
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On peat remarquer ici que nous sommes parvenus a trois develop- 
pements differents de savoir 

^ = sin x — isina.r H- gsiii3.r — -f sin.i.r -+- sin5x —... (art. 222), 

■i _ isin.r- 3 -sin3.r -+- r^sinS.r - -Z- s in 7 .* +... (art. 181), 

■r ft 9 . a ,, a 

— — y — — cos.r — —— cos 3.r — —— cosu.r — .... 
l 1 n 0“ 7i i) 2 n 

II Taut remarquer quo ccs trois valours de ~ ne doivent point etro 
eousiderees comine egales pour toutes les valeurs de x; les trois deve- 
loppomcnts precedents n’ont unc valour commune que lorsque la va¬ 
riable. x est comprise entre o cl ^ La construction des valeurs do 
cos trois series ct la comparison dcs lignes dont elles expriment les 
ordonnees rendraient sonsiblos la coincidence et la distinction alterna¬ 
tives dcs valeurs de ccs functions. 

Pour donner un second cxcmplo du developpement d’une fonction 
on serie de cosinus d’arcs multiples, nous choisirons la fonction sin a- 
ijui no conticnt que des puissances impaircs de la variable, et nous 
nous proposerons do la dovelopper sous la forme 

a -|- (> cos.r -h c cos •>. x d cos 3.r -h.. . , 

Kn faisant a cc cas particulior I’apjilicalion de l’equation generalc, on 
Irouvera, pour l’equation cliercbee, 

7i . r cos 2 x cos/|.r cosG.r cosS.r 

4 ^ a '-3 3.5 0.7 7.9 

On parvient ainsi a dovelopper une fonction qui ne conticnt que des 
puissances impaircs on une serie dc cosinus dans laquelle il n’entre 
que des puissances paires de la variable. Si Ton donne a x la valeur 

particulierc on trouvera 

71 I I I I I 

l -= 7 + 773 " 3.5 + 57 7 “ ‘'' 


F. 
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o i s TIIE 0 RI£ 

i )r dr 1 equation conn lie 

r riff 


• 'll tire 

- _ i i i i 

S f . 3 :>. ~ ' (). I l I -»• I • > 

ot au>si 

t: i i i r i 

£ ■> . ;> 7.9 11. i 1 . i • > 

i'ii ajoutant ces deux resultats, on a, com me |>ivenleminenl, 

“II f I I I I 

4 1 .3 3.0 3.7 7.9 9.11 11 - i ■ > 

226 . 

Idanalyso precedrnte dormant le moyen dr drvrlopprr tine IbneS ion 
1111 e 1 n011 (ja0 (Ml serie do sinus on do cosmos (Furrs mulI ipies, nous 
Fa ppliqucrons facilement an cas oil la ibnetion a devrlopprr a dos \ a- 
loui'S determiners lorsque la variable osS comprise onfro do reclames 
limites, rt a lies valours inillos lorsque la variable rsf comprise out s o 
d’aulres limites. Nous nous arveterons a IVxa men de re as pa'r! iris lies* 
parrr qiFil se presente dans les questions physiques ijiss dependent 
drs (‘([nations aux diifrrcnces paKiel les, el qnbl avail r (r p ro p< isi 1 
autrefois roinnse 1111 example des ioiicLions (jui nr pefivenl dure *lr\r- 
loppees en sinus ou eosinus (Fares multiple's. Supposons done quo Lon 
ait a mini re en line se 1*i 1 k de celte Iormo one (onei ion donI la vale nr 
ost constants, lorsque x est comprise enlre. o of a, rt donl loules les 
valours soil t nulles lorsque x est comprise enlre a el to On emjdoirra 
1 (‘([nation generate ( ni) , dans laquellc les inlegrales driven l rI re pnsos 
depuis x = o j usqu a x = t:. Les valours de o (a-) qui (ml mil sons le 
signe / etanl nulles depuis ,r = a jusqu’a x — r>, il suflira (Finlogror 
depuis x = o jusqu a x ~ a. Cel a pose, on Iron vrra, pour la sei ir 
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cos a 

-sill .r 

l 


i — cos 9, y. . 

— Sill ?..r 

•J 


s — cos 3a. 

sm 3 .r 


c (,s -i y- 




siss 4 ./• . . . ) . 


Si I on jail h --- - - 5 (A i\\w I on represenle lo sinus verso do faro ,r par 

si si V,r, on aui 4 a 

o(.r) sill \ a si is.r i- - sin V a, a sin ■> .r - 1 - T * 7 si u \ 3 a sin 3, r 


I ~7 sin \ r \ a sin \ ./■ -i- - sin V3 a sin .*>./■ -j- . . . . 

s • > 

Gello sorio lonjours eostvor^enfe ins| telle (jno, si Ton donno a .r line 
valour ([neleonquo (‘oinpriso outre o ( k ( a, la sonnne do ses lenrnes ses*a 
^ ; mass, si 1 on donno a .r is si o valous* quoloossqne plus grande quo a 

ol mnindro ipso u, la soinnio d( k s IrniHs sera nolle. 

!)a ns I'example sni van S, qui i a N ns I pas in oins reinarq liable, l( k s va.loors 
do o(.r j soul eipilos a si n pons* loislos l( k s val( k in*s do ,v cosnprisos 
(‘iijs*( k o ol a, (‘I, son! nu 114 k s poiss* loulc k s l( k s valours do a* eomprisos 
outre a ( k i u. Pom* Iron ver la sbrio qui saIislaiI a eelle eondifion, on 
oin ploiera Fuqua Sion ( R). 

L( k s iislep;ralos doi von I dln k pns( k s d( k puis ,«• - o j usq iFa ,r - t: ; inais 
il sullira, dans lo oas don I i I s’ai^'i I, do prendre o< k s i n le^ra los depuis 
a* o jusqu’a .r a, pu isquu l( k s va!( k nrs do opr) sosil supposdos 
i m 11 e s dans lo s*( k sSo d( k FinforvaI lo. On ( k n ronel n ra 

/ sin a sin .r ^ sin ■> a sin ■> ./• sin 3 a sin 3 ./• sin \ a si n \ ,r 

^ ‘ ' \ t:~ • y. 1 ' K 1 ~ - a-a- tt 2 - 3-a- k-~- /pa- ’ / 

Si Foil supposail cm tu, Ions h k s lonnos d( k la sorio s’Ovanoisii*au k sa ( 
oxoopfd l( k premier, qui doviendrai I ^ el qui a pour val( k u r sin.r; on 
aiirail done 


o (./•) -- sin./•. 



THE or. IE BE LA Oil A LEE R. 


OOi | 


227. 

i>n pout etriidn- ia meine analyse au cas oil Loi-donner represenlre 
pal- s serai! eelie dune liene com poser de dillerenles parlies, don I 
1 c> inies seraieiit des ares de courhes et les aiitres des lignes droiles. 
Par exeinple, si ia function dont on deinande In developpemeuI on 

series lie eosinus d'arcs iiiultiplos a pour valour ( ~ j - - depuis.r o 

jusqu’a x = -• et est nullo dopuis .r = - jusqu’a a.- —, on eiiiploiern 

requaiion eeiierale // et, on eUectuanl. los integrations dans les limites 
dminee>. on trollveru que le tcrinc general 



cos i.r (i.r 


ot cii'al a j: sin ~ lorsque / est impair, a V, lors<|uo / < ‘s I duuidr iVun 
iiombre impair, el a —~ lorsque / esl quad nip In ddin nomhir impair. 

, , j 

D nii aulrc cote, on trouvera - — pour la valour du psvmsrr Irrmr 
- j z -r dv. On aura done le devoloppemenl suivanl : 

i _ ^ J ( ” ' * ( (, os./‘ cosO.r rti.s,i,/' ns" r ^ ^ 

cos a ./* cos \ ./• rosU.r 

P 7 p~ H ' — 

Le second membre est represente par line ligne com poser d ares para- 
1mlitfiics et de lignes droites. 

228. 

On [lourra tro liver de la me me mamere le de vein [i pemen l dune 
tonction de x qui exprime Poi-donnee du contour d'nn trapeze. Suppo- 
sons ([ur o,.r i soit egale a x depuis x = <> jusqu’a .r a. que celle 
function soit egale a a depuis x = % jusqu’a x — - - a, el, enlin egale 
a~-.r, depuis ,r = -- a jusqa’a .r = r. Pour la reduin. mie 
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serio do sinus (Fares multiples, on so servh'a do Frijualion generalo ( I) . 
Le tonne general / o ) sin i.v dr sura compose do trois parlies <1 ifla¬ 
re lUes, (T Foil a u ra, apros has reductions, -' sin i a pour !e eoHTieient 
do sin/.r, forscjue i esf ini tsomltu 1 impair; el zero pour re eocIFr iont. 
lorsque i esi im nomlire pair. On pamrsH ainss a Feqnation 

^ — o (./') - Hinsm.r ; viss.) y. sm-> r 

I . . . . ! 

— sin .> a ss ii.) .r i -Mii-asiier 

Si 10)11 supposait a = - F le trapeze se roniomirail aver le triangle iso- 

seele, el Ton auras!, com mo ps'eeedemmeiit, pour Fed) si a I ioss du eon lour 

do re triangle 

~ . i . i . . i 

- o (./•) s m. r , , sm .»./• i _ , ^iu . >. v sm-.r i .... 

I ' •>* -> J 7 J 

serie ( 1 118 est Ionjonrs eonverson to <| nolle (j no soh la valour do .r. Shi 
general, has stiiles Iri^ossoinelriques aisxqisr 11rs nous sommes parvenus 
esi developpanl !es d horses losielsons son! (on jours eonvorgentes; 
mass il no nous a point pans tteeessaire de le demon! s'er iei : car h k s 
l( k rm( k s (j m eossiposesil e< k s sml( i s m k soul < j i s < k h k s c< >< k fli <*■ i mi Is des I rrmes 
des series (|isi doiineisi los valours des tempera f ti its ; ( k t ees roeflirient s 
a dee ton! des (|tia nil tes exponent ielles <g u i dorroissen I t res ra pide men (, 
en soldo (|U< k m k s deni ierrs series son! Ires ronveripuites. A Felat'd dr 
r( k lh k s oil il sfmstre <j 11 ( k des sinus on des rossnus (Farrs mullspies, si 
est e^alement laeile dr prouver <| u Ylles sou l. roiivri'^'iilrs, quoiqiFelles 
represess t east l( k s onionners <I< k s Ililies disronIiiim k s. Eel a no resuI (e 
pas sc k isI( k in( k sif <h k re (|m k h k s valours d( k s tonnes diminu( k si( eonf ssitsrlle- 
m (Mi a ; ear redo rond s t ion m k siiflit pas pour elaldir la eon vos^riirr 
(Tune serie. II ( k st nerrssai re <jur h k s vale ill's auxqiselles on parvienl, 
(Mi auipnenlanl ronIini m k 11 < k 111 m 1 1 h k nomine d( k s S<m* isi( k s, s’approelsent dr 
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227. 


On pent etendre la meme analyse au cas oil l’ordonnee represented 
par serait celle d’une ligne composee de differentes parties, dont 
les unes seraient des arcs de courbes et les autres dcs lignes droites. 
Par exemple, si la fonction dont on deraande 1c developpement <mi 

series de cosinus d’arcs multiples a pour valeur — x* depuis,r = o 
jusqu’a x = et est nulle depuis ac = ^ jusqu’a x = iz, on cmploiera 
1 ’equation generate (n) et, en effectuant les integrations dans les limiles 
donnees, on trouvera que le terme general 



cos ix dx 


estegal a | sin l ~ lorsque i est impair, a lorsquc i est double d’un 
nombre impair, et a — ^ lorsque i est quadruple d’un noinbre impair. 
D’un autre cote, on trouvera ^ pour la valour du premier tonne 
l - ^s[x)dx. On aura done le developpement suivant : 


1 

2 


?(*) = 


2.3 


71 

2 



COSJT 


C0S2^r 

-I- 

2 1 


cos3„,r 

3T™ 

cos/j.^ 

"I 5 ” H 


^ (*,osr >,v 

eos().r 

T>*““ ~~ 


Le second membre est represente par unc ligne composee d’arcs para- 
boliques et de lignes droites. 

228. 

On pourra tronver de la meme manierc le developpement d’une 
fonction de a? qui exprime l’ordonnee du contour d’un trapeze. Suppo- 
sons qne o(x) soit egale a x depuis x = o jusqu’a x — a, (jue cello 
fonction soit egale a a depuis x = a jusqu’a x = % — a, et enfin egale 
a7u~ir, depuis x = tc — a jusqu’a x = tz. Pour la reduire en une 
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serie de sinus d’arcs multiples, on se servira de l’equation generate (D) 
Le terme general /c p(a?) sin ixdx sera compose de trois parties diffe- 
rentes, et Ton aura, apres les reductions, ~ sinia pour le coefficient 

de sinfaj, lorsquc i est un nombre impair; et zero pour ce coefficient, 
lorsque i est un nombre pair. On parvient ainsi a l’equation 

1 ^ o (,r) = sin a sin.r -+- ^ sin 3 a sin 3,r 

W j t 

I -h p sin 5 a sin 5. v -t- — sin 7 a sin 7 x 

Si Ton supposait a = le trapeze se confondrait avec le triangle iso- 

scelc, et l’on aurait, comme precedemment, pour l’equation du contour 
de ce triangle 


(,r) =: sin.r — sin3.r d- sin5.r- \ sin 7 x ■ 


serie qui est toujours convergcnte quelle quc soil la valour de .r. En 
general, les suites trigonometriques auxquclles nous sommes parvenus 
en devcloppant les diverses fonctions sont toujours convergentes; 
mais il ne nous a point paru neccssaire de le demontrer ici : car les 
termes qui composent ces suites nc sont que les coefficients des lermes 
des series qui donnent les valours des temperatures; et ces coefficients 
alfcctent des quantitescxponentielles qui decroisscnt tres rapidement, 
en sorte que ces derniercs series sont tres convergentes. A l’egard de 
colics oil il 11 ’entrc quc des sinus ou des cosinus d’arcs multiples, il 
est egalcmcnt facile de prouver qu’elles sont convergentes, quoiqu’elles 
representent les ordonnecs des lignes discontinues. Cola ne resultc 
pas seulemcnt de ce que les valours des termes diminuent eontinuelle- 
inent; car cettc condition nc suffit pas pour etablir la convergence 
d’une serie. Il est neccssaire que les valours auxquclles on parvient, 
en augmentant continuollemcnt le nombre des termes, s’approcbent de 
plus enplus d’unc limite fixe et nc s’en ecartent que d’une quantite 
qui peut devenir moindre que toute grandeur donnee : cette limite est 
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lavaleurde la serie. Or on demontre rigoureusement que les suites 

dont il s’agit satisfont a cette derniere condition. 


229. 

Nous reprendrons I’equation precedente (A), dans laquellc on peut 
donner a x une valeur quelconque; on considerera cette quantite 
comme une nouvelle'ordonnee, ce qui donncra lieu a la construction 
suivante. 

Ayant trace sur le plan des xy (fig. 8) le rectangle dont la base Oir 


Fig. 8. 

7z m 


o 


TC 


est egale a la demi-eirconferencc et dont la hauteur est sur le mi¬ 
lieu m du cote parallele a la base on elevera perpendiculaireinent an 
plan du rectangle une ligne egale a ^ et, par rextremilc superieure 
de cette ligne, on tirera des droites aux quatre angles du rectangle. On 
formera ainsi une pyramide quadrangulaire. Si Ton porle maintenant 
sur le petit cote du rectangle, a partir du point 0, une ligne quel¬ 
conque egale a a, et que par l’extremite de cette ligne on mono un plan 
parallele a la base Ot:, et perpendiculaire au plan du rectangle, la sec¬ 
tion commune a ce plan et au solide sera le trapeze, dont la hauteur 
est egale a a. L’ordonnee variable du contour de ce trapeze est egale, 
comme nous venons de le voir, a 


sin asm# • 


; sin 3 a sin 3 x- 


5 2 


sin5asin5. 


^ sin 7 a sin 7 .r . 


II suit de la qu’en appelant x , j, s les coordonnees d’un point quel¬ 
conque de la surface superieure de la pyramide quadrangulaire que 
nous avons formee, on aura pour 1’equation dc la surface du polyedre. 
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entre les limites x = o, x — iz, y — o, y 

nz __ slruv siny ( sin3j?sin3j sin 5 a? sin 5 y 

2 J 2 ' £2 * g2 “ ... . 

Cette serie convergente donnera toujours la valeur de l’ordonnee z, ou 
de la distance d’un point quelconque de la surface au plan des xy. 

Les suites formees de sinus ou de cosinus d’arcs multiples sont done 
pvopres a represented entre des limites determinees, toutes les fonc- 
lions possibles, et les ordonnees des lignes ou des surfaces dont la loi 
est discontinue. Non seulement la possibility de ces developpements 
est demontree, mais il est facile de calculer les termes des series; la 
valeur d’un coefficient quelconque dans l’equalion 

9 (x) = sina: -+- a 2 sin^a; -+- a 3 sin3x . .h- a t sinta; +... 
est celle d’une integrate definie, savoir 

f ffi(.r) sin i.r dr. 

. 

Quelle quo puisse etre la fonction ou la forme de la courbe qut 

la represonte, l’integrale a line valeur determinee qui peut etre intro- 
duite dans le caleul. Les valours de ces intdgralcs definies sont ana¬ 
logues a cello de I’aire tolale fy(x)dx comprise entre la courbe et 
1 ’axe dans un intervalle donne, ou a cellos des quantites mecaniques, 
tulles quo les ordonnees du centre dc gravite de cette aire ou d’un 
solidc quelconque. II est evident quo toutes ccs quantites ont des va¬ 
lours assignables, soil quo la figure des corps soit reguliere, soit qu’on 
lour donne line forme entierement arbitraire. 

230. 

Si l’on applique ccs principcs a la question du mouvement des cordes 
vibranles, on resoudra les difficulties qu’avait d’abord presentees l a- 
nalyse de Daniel Bernoulli. La sol ution donnee par ce geometre suppose 
qu’unc fonction quelconque peut toujours etre developpee en series de 
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sinus ou de cosinus d’arcs multiples. Or, de toutes les preuves de cette 
proposition, la plus complete est celle qui consiste a resoudre en effet 
une fonction donnee en une telle serie dont on determine les coeffi¬ 
cients. 

Dans les recherches auxquelles on applique les equations aux diffe¬ 
rences partielles, il est souvent facile de trouver des solutions dont la 
somme compose une integrale plus generate; mais l’emploi de ces 
integrates exigeait que 1’on en determinat l’elendue, et quc l’on put 
distinguer clairement les cas oil elles represen lent 1’integrale generate 
deceux oil elles n’en comprennent qu’unc partie. 11 clait neccssaire 
surtout d’assigner les valeurs des constantes, et e’est dans la recherche 
des coefficients que consiste la difficulte de l’application. II est remar- 
quable que Ton puissc exprimer par des series convergentes et, comme 
on le verra dans la suite, par des integrales definies les ordonnees des 
lignes et des surfaces qui ne sont point assujetties a une loi continue. 
On voit par la qu’il est necessaire d’admettre dans l’analyse des fonc- 
tions qui ont des valeurs egales, toutes les fois que la variable recoil 
des valeurs quelconques comprises entre deux limiles donnees, landis 
qu’en substituant dans ces deux fonctions, au lieu de la variable, un 
nombre compris dans un autre intervalle, les resullals des deux sub¬ 
stitutions ne sont point les memes. Les fonctions qui jouissenl de cette 
propriete sont representees par des lignes differentes qui ne coincident 
que dans une portion determinec de leur c.ours et olfrent une especo 
singuliere d’osculation finie. Ces considerations prennent leur origino 
dans le calcul des equations aux differences partielles; elles jetton t un 
nouveau jour sur ce calcul et servironta en faciliter l’usago dans les 
theories physiques. 

231 . 

Les deux equations generates qui exprimont lc developpemcnt d’une 
fonction quelconque en cosinus ou en sinus d’arcs multiples donnont 
lieu a plusieurs remarques qui font connailre le veritable sens de ces 
theoremes et en dirigent Implication. 
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Si, dans la serie 

a b cos x -+- c cos 2 a; -t- d cos3« -h e cos4-^ • •, 


on rend negative la valeur de x, la serie demeure la meme, et elle 
conserve aussi sa valeur si l’on augmente la variable d’un multiple 
quelconque de la circonference 2*. Ainsi dans I’equation 


(v) 



2 J* c p(- r ) d-% -I- cosx <p(x) c,osx dx 

'/*< x) cos 2 xdx cos 3 x j' o{x) cos3.k dx-v-.. 


• cos2.r 


la function <p est periodique et representee par une courbe composee 
d’une multitude d’arcs egaux, dont chacun correspond sur l’axe des 
abscisses a un intervalle egal a 2 tc. De plus chacun de ces arcs est 
compose de deux branches symetriques qui repondent aux deux moi- 
ties de l’intervalle egal a 21:. 

Supposons done quo Ton trace line ligne d’unc forme quelconque 99a 
etqui repondc a un intervalle egal a -n: {fig- 9). Si Ton demande une 
serie de la forme 


a H- b cos.r H- c cos 2 x H- d cos 3 x h-.. 

telle quo, en mettant au lieu de x une valeur quelconque X comprise 

9 - 

N'a' 


0 X 


entre o et it, on trouve pour la valeur de la serie celle de l’ordon- 
nec X9, il sera facile de resoudre cette question : car les coefficients 
donnes par l’equation (v) sont 

Lfc?(x)dx, •)cos xdx, ^ J'y(x) cos 2 x dx, .... 

Les diverses integrates, qui sont prises de x = o a x = tc, ayant tou- 


F. 


2 9 
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-2-2C> 

jours ties valeurs mesurables comme celle de 1’aire Ocp«Tr, et la serio 
formee par ces coefficients etant toujours convergentc, il n’y a aucuno 
forme de la ligne 90a pour laquelle 1 ’ordonnee X9 ne soit exactemcnt 
represen tec par le developpement 

a -+- /vcosx ■+- c cos ix •+- cos3.c -t- e cos/J x 

L’arc 99 a est entierement arbitrage; mais il n’en est pas de memo des 
autres parties de la ligne; elles sont au conlraire delerminees : ainsi 
Fare 9a qui repond it Finlervalle de o a — ir est le memo quo Fare <oci; 
et Fare total 019a se repete pour les parties consecutives de l’axc dont 
la lonsueur est 2-. 

On peut fa ire varicr dans Fequation (v) les limiles des integrales. 
Si elles etaient prises depuis x = — it jusqu’a x = tt, le resultal serai t 
double; il le serait aussi si les limites des integrales etaient, o et 2 -k, 

au lieu d’etre o et x. Nous designons en* general par le signe / 

*■({ 

Fintegrale qui commence lorsque la variable equivaul a a, et qui est 
complete lorsque la variable equivaut a b; et nous eerirons l’equa- 
tion (n) sous la forme suivante : 



i r 

- I o (,r) dx + cos.. 


cd (.r) eos.r dx 


-t- COS 2 X 


CD (x) cos 2 X dx -b COS 3 X / CD (x) V os 3 X dx ~b 
do 


Au lieu de prendre les integrales depuis .r — o jusqu’a .r=7t, on 
pourrait les prendre depuis x = o jusqu’a x. — 211, on depuis x = — t. 
jusqu’a aj = ir; mais, dans cbacun.de ces deux cas, il laut ecrire au 
premier niembre ■*©(#) au lieu do ^ ©(.r). 


232. 

Dans Fequation qui donne le developpement d’une function quol- 
conque en sinus d’arcs multiples, la scrie change de signe et conserve 
la meme valeur absolue lorsque la variable x devient negative; elle 
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conserve sa valeur et son signe lorsquc la variable est augmentee ou 
diminuee d’lin multiple quelconque de la circonferencc 27:. L’arc cpcpa 
{fig. 10), qui repond a l’intervalle de o a ir, est arbitraire; toutes les 


rig. io. 



autres parties de la ligne sonl determinces. L’arc cp;pa, qui repond a 
l’intervalle de o a — -it, a la mcrae forme que l’arc donne cp za\ niais il 
est dans une situation opposce. L’arc total acpcpcp oa est repete dans 
l’intervalle de it a 3 -n:, et dans tous les inlcrvalles semblables. Nous 
dcrirons cctte equation comine il suit : 


/ ^ * * TC 

l - <p(.r) =■ sin x / cp (x) sin.r dx -1- sin 2 x I cp(.r) sin * 2 .r d.v 

, N 1 2 '0 ‘0 

(u.) < 

J r % 

I -}- sin 3 ,r / cp (.r) sin 3*r dx , 

' 0 

On pourrait changer les limites des integrates, el ecrire f ou f 

« 0 * ■ — 7C 

au lieu de / ; niais, dans ehacun de ees deux eas, il faut errire au 

• '0 

premier membre tc cp(.cc) au lieu de ~o(.r). 


233 . 

La fonction <p(.r), developpee on cosinus d’arcs multiples, est repre¬ 
sented par une ligne formed de deux arcs egaux places symctriquement 
depart et d’autre de l’axe des y dans l’intervallc de — tc a r. [fig. 11); 
celte condition est exprimee ainsi 
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La ligne qui represente la fonction developpee on sinus <1 arcs 

multiples, est au contrairo formee dans le merae intervalle de deux 
arcs opposes, ce qu’exprime l’equation 

x). 

Unc fonction quelconque F(a?), representee par une ligne tracee arbi- 
trairement dans l’intervalle de — ~ a -j~ tc, peut toujours etrc partagec 
on deux fonctions telles que <?(x) et '■!'(•*•). En efTet, si la ligne l"'! 1 mF F 

Fig. ii. 



I-' 

¥ 


represente la fonction F(.r), et que Fon eleve par lc point 0 Fordon¬ 
nee 0m, on tracera par le point m a droitc de l’axe 0 m Fare /n/fso.iu- 
blableji Fare raF'F' de la courbe donnee, et a gauche du memo axe on 
tracera Fare rnf f semblable a Fare mFF; ensuite on fora passer par 
le point m une ligne cp'y'ntyy qui partagera cn deux parties egales la 
difference de chaque ordonnee xF ou x'f' a Fordonnee correspon- 
dante xfon x’F'. On tracera aussi la ligne dont Fordonnee 

mesure la demi-difference de Fordonnee de F'F'mFF a cello de /' ['niff. 
Cela pose, lesordonneesdcla ligne F'F'mFF et de la ligne f'f'niff etant 
designees l’une par F(a;) et la seconde par f(x), on aura evideninient 
f[x) — F(—x); designant aussi Fordonnee de (p'cpOwcpcp par o(.r), el. 
cede de '•}/'.{/O'-jrJ/ par ^(a;), on aura 


et 


F(#) = <p(#) 

/(*) = ?(*) — <]>(«) = F(— x). 
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F(.r) 4 - F (— x') 


et 


F(j* 0—F(-.r\ 


on en conclut 


?(•*•) = ?(— x) Ct 4-0) = — '.!/(— x), 

ce que la construction rend d’ailleurs evident. 

Ainsi les deux fonctions <p(.x) et dont la somine equivaut a 

F(a-), peuvent etre developpees l’une en cosinus d’arcs multiples et 
l’autre en sinus. 

Si 1 ’on applique a la premiere function l’equation (v), ct a la se- 
conde l’equation (p.), en prenant dans l’une et l’autre les integrales 
depuis x = — tz jusqu’a x = it, et si l’on ajoute les deux resultats, on 
aura 

(.r) -+- 4(' r )] — 71 ^ j' (p(x)d.r+ cosa: j* y(x)cosx dxcoszxj cp(x) cosa.r dx 

4- sin.r ■ j' 4(a?) sin.rrf.r 4 - sin 2 xj 4(r) sin ix <l.r 

les integrales doivcnt etre prises depuis x — — it jusqu’a x — n. II 

faut remarquer maintenant que dans l’integrale I <p (.ct;) cosxdx on 

pourrait, sans en changer la valour, mettre <p(a?) 4 - '{'(&) au lieu de 
cp(.r) : car la fonclion cos.r etant composes, a droite et a gauche do 
l’axe des x, do deux parties semblables, et la fonetion 4'( ,r ) etant au 

/i + TC 

contraire formec de deux parties opposees, l’integrale / ^(a?) cos xdx 

^ —7t 

estnullc. II en serait de memo si l’on mcttait cos2# ou cos 3 <r et en 
general cost# au lieu de cosa?, i etant un des nombres entiers depuis o 

,.+ 7t 

jusqu’a l’infini. Ainsi l’integrale / y[x) cosixdx cst la meme que 


l’integralc 


/ •+-'ic -+•* 7t 

[ <p () -h vp( j?)] cos ix dx ou / F(#)cos ixdx; 

7T It 


on reconnaitra aussi 


^(a;) sin ix dx est egale a I’in- 
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tegrale f F(ce) smixdx, parce que 1’integrale 


r -hTt 

q(&) sin ioc dx 


est nulle. On obtient par la I’equation suivante, qui sort a developper 
unc fonction quelconque en une suite formee dc sinus et de cosinus 
d’arcs multiples: 


l>) 


( -F(^) 

i 


T 


2 


j'F(x) dx -+- cos./F( j?) 

vJf{x) 


sin x 


cos x dx -f- cos 2 x 
sin x dx -+- sin 2 x 


I F(x) cos 2 x dx -+- 
j "F ( x ) sin 2 x dx -+- 


231. 

La fonction F(.r) qui entrc dans cette equation cst reprcsenlee par 
une ligne F'F'FF, d’une forme quelconque. L’arc F'F'FF, <[ui repond 
a l’intervalle de — tt a + r, est arbitrage; tonics les aulres parlies de 
la ligne sont determinees, et l’arc F'F'FF est rbpele dans (ous les 
intervalles consecutifs dont la longueur est air. Nous ferons des appli¬ 
cations frequentcs de ce (heoremc et des equations precedentes (m) 
et (n). 

Si Ton suppose dans l’cq nation {/>) que la fonction F(.r) est repre- 
sentec, dans l’intcrvalle de — tc a par une ligne composed de 

deux arcs egaux symetriqucmcnl places, (ous les termi's qui eonlien- 
nent les sinus s’cvanouironl et l’on trouvera I’equalion (/>/). Si, an 
contraire, la ligne qui represcntc la fonction donnee F(.r) esL formee 
de deux arcs egaux de situation opposec, tous les termes qui no. con- 
tiennent point les sinus disparaisscnt et Ton trouve [’equation (//). Kn 
aSsujettissant la fonction F(.x) a d’autres conditions, on trouverait 
d’autres rcsultats. 

On ecrira dans l’equation gencrale (/>), au lieu de la variable ,r, la 
quantite x designant une autre variable, et a/- la longueur de 
1 ’iritcrvalle dans lequcl cst place Fare qui represcntc F(.r); cette fonc- 
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tion sera qae nous designerons par f[x). Les limites, qui 

etaient x — — t: et x = tt, seront fournies par les equations ~ = — r., 
^ =it; on aura done, apres la substitution. 


/•/(./•) = I ^ /(.r) rf.r -t- cos 2-^/'(.r) cos -+- cos‘>. j /(.r) COS 2 -t-. 

. 7i.r C . . 7r.r , . Tt.r /“ . -kx , 

+ sm— j /(a 1 ) sin ~y dx sm a —- / y(.r) sin a —— <7.r-K 

toutos les integrates doivent etre prises, comme la premiere, do 
x = — r a x =-h i Si l’on fait la meine substitution dans les equa¬ 
tions (v) et (p.), on aura 


/' ^ /■( /* ^ 

(IN ) ~ f (,r) — / /(x) c/.r-h <!OS — / /(.r) cos ^ dfo? -1- cos?. / f{x) cos 2 ^ 

(it 

(M) ^/(.r) — sin ^ jf /(.r) sin ^7 sina jf /(j:) sins ^7- -K • - • 

Dans la premiere equation (P), les integralcs pourraient etre prises 
depuis x — o jusqu’a x — ?,/•, et, en representant par X l’intervalle 
total 2 r, on aura 


j * J\<r) j J\x) dx -+• cos ~£-jf /(./•) cos flU* 4- cos 9. jf /(.r) 

. 9.7CX f X jW , . 97ZX . . 2 7T5E A* X 

4- sm - j-j y (x) SU1 d.r h- sin 2 j /(^) 




. 9 7T.r 

.r) cos 9 - dx 


‘2KX , 

Sill 2 cAr H- 


235 . 


11 resulte do tout cc qui a etc demonIre dans cette Section concer- 
nant lc developpement des functions en series trigonometriques que, 
si l’on propose une fonction f(x) dont la valeur est representee, dans 
un intervalle determine, depuis x — o jusqu’a x — X, par l’ordonnec 
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(Tune ligne courbe tracee arbitrairement, on pourra ton jours deve- 
lopper cette fonction en une serie qui ne conticndra quo les sinus on 
les cosinus, ou les sinus et cosinus dcs arcs multiples, on los souls 
cosinus des multiples impairs. On emploiera, pour connaitre los 

termes de ces series, les equations (M), (N), (P). 

On ne peut resoudre entierement les questions fondamenlales do la 
theorie de la chaleur, sans reduire a cette forme los lonetions qui 
represented l’etat initial des temperatures. 

Ces series trigonometriques, ordonnccs scion los cosinus ou les 
sinus des multiples de Fare, appartiennent a 1 analyse demon (aire 
comme les series dontles termes conticnnent les puissances stioees- 
sives de la variable. Les coefficients des series trigonometriques soul 
des aires definies, et ceux des series de puissances soul des lonetions 
donnees par la differentiation, etdans lesquellcs on atlrilme aussi a la 
variable unc valeur definie. Nous aurions a ajoutor plusieurs remarques 
concernant l’usage et les proprietes des series trigonometriques; nous 
nous bornerons a enoncer brievement eelies qui out tin rapport plus 
direct avec la theorie dont nous nous oceupons. 

i° Les series ordonnees scion les cosinus ou les sinus des ares mul¬ 
tiples sont toujours convergentes, e’est-a-dire qu’on donnant it la va¬ 
riable une valeur quelconque non imaginaire, la sotmno dos termes 
converge de plus en plus vers une spulo limi(e fixe, qui ost lit valeur 
de la fonction developpee; 

2° Si l’on a Texpression do la fonction J'(-v) qui repornl it tint* serie 
donnee 

a + b cos x + c cos 2 x d cos 3 x - h c cos 4 ./• - 1 -..., 
et celle d’une autre fonction <p(a?), dont 1c devdoppemont donno osl 
a-t -(3 cos#-t-y cosaa* 4- 3 cos 3 x-t-£ oos.'i.e I .... 
il est facile de trouver en termes reels la sorame de la serie composer 

aa+^P + cy-t-cfiS-t-eE-t-..., 



CHAPITRE III. - SOLIDE RECTANG-ULAIRE INFINI. 233 


et, plus generalement, celle de la serie ( j ) 

eta -b 6(3 cos 3? -4 - cy cos 2 .# -b dd cosSx -b es cos 4# -b. . . , 

qae l’on forme en comparant termc a terme lcs deux series donnees. 
Cette remarque s’applique a un nombre quelconque de series. 

3° La serie (p) (art. 23*3) qui donne le developpement d’une fonc- 
tion F(.'r) en une suite de sinus et de cosinus d’arcs multiples peut 
etre mise sous cette forme 


71 f 


(x) —"J P (<*) da " 


■ cos.r^F (a) cos a da -b cos 2 a? J F (a) 


cos 2 a da - 


slnxj *F 


(a) sin a -b si 


11 2xJ^] 


F(a) sin 2at/oi + ... 


a etant une nouvelle variable qui disparait apres les integrations. On a 
done 


7T F(/r) : 


Oil 


=/ F 


(a) 2 


-4- cos x cos a -b cos 2 x cos 2 a -b cos 3 x cos 3 a -b . .. 
H- sin x sin a -b sin 2 x sin 2 a ~b sin 2 .r sin 3a-b . . . 


F (.•/;) = ^ J F (a) da -b cos (x — a) -b cos 2 (.r — a) -b cos 3 (x —- a) -b., 

Done, en designant par 

COS i(x — a) 

la somme de la serie precedente, prise depuis i= 1 jusqu’a i = <x> 9 on 


(i) Si Ton sc propose, cn effet. do calculer l’inl6grale 

~ f f(x)<f(x -t- /l)llv, 

V Jo 


on trouvora aisdmenl, on romplae-anl/(.r) cl <p(x-h //) par Ieurs d6veloppemeiUs, Fox- 
pression 


. a %~b ; b$ h -b -cy cos 2/1 • 


oe qui dquivaul au resultat 6nonc6 par Fourier. 

F. 


0. D. 
3o 
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m 

aura ' 

Ffx)=^ jF(x)dx ^ + 2cost‘(a.- — a) . 

L’expression ^ -+- 2 cosr'(;r — a) represente une fonction de .r et de a, 

telle qae, si on la multiplie par une fonction queleonquc 1" (a) el si, 
apres avoir ecrit da, on integre entre les limites a = tc el a ~ it, oh 
aura change la fonction proposee F(a) cn une pareille lone lion de .r, 
multipliee par la demi-circonference te. On verra, par la suite, quelle 

est la nature de ces quantites, telles que -t- ^cos^ar- — a), qui jouis- 

sent de la propriete que Ton vient d’enonccr. 

4 ° Si, dans les equations (M), (N) et (P) (art. 234 ) qui, etanl. divi- 
sees parr, donnent le developpemcnt d’uno fonction /(•«), on suppose 
que l’intervalle r devient infiniment grand, chaque tonne de la serin 
est un element infmiment petit d une integrate; la somme de la serin 
est alors represents par une integrale definite. Lorsque les corps out 
des dimensions determinees, les functions arhitraires <jui representent 
les temperatures initiates et qui entrentdans les integrates des (‘([na¬ 
tions aux differences partielles doivent etre developpees (Mi series ana¬ 
logues a celles des equations (M), (N), (P); mais ces monies Ibnetions 
prennent la forme des integrales definies lorsque les dinicnsions des 


(*) Plus exactement, F(x) esl la limite de l’expression 

^ COSi(x — «) h- ~ 

i 

lorsque p augmente indefimment. La s6rie 

“ •+- C0S(x — a) -+- C0S2(.-r — a) -K .. 


i j 


avant une somme indeterminee, on ne peul altachcr aucun sens a 1’expression 

i —ao 

“ +E C0S ^(^ ~ a) 


consideree par Fourier. 


G. 1). 
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corps ne sont point determinees, comme on I’expliquera dans la suite 
de cet Ouvragc, en traitant de la diffusion libre de la chaleur. 

SECTION VII. 

application a la question actuelle. 

236. 

Nous pouvons maintenant resoudre d’une manierc generate la ques¬ 
tion de la propagation de la chaleur dans une lame rcctangulaire BAG 
dont la base A (fig. 7 bis) est constarnment echauffee, pendant que 
ses deux aretes infinies B et C sont retenues a la temperature o. 

Fi ff . 7 bis. 


n[_ jvi (] 

y\ 

1 

.r on 

0 A x 

Supposons que la temperature initiate de tous les points de la table 
BAC soit nolle, mais quo celle de chaque point m de l’arete A soit eon- 
servec par une cause exterieure quelconque, et que cette valeur fixe 
soit une fonction f(oc) dc la distance du point m a l’extremite 0 de 
1 ’aretc A, dont la longueur totale est soit v la temperature con- 
stante du point M dont les coordonnecs sont y et x; il s’agit de deter¬ 
miner v en fonction de y et x. La valeur 

u = ae~ m ? sinm# 
d 2 v d 2 f 

dF i + 


satisfait a l’equation 
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a et m sont des quantites quelconques. Si 1 ’on prond m = i - ■> ol qur 

— i HI 

i soit un nombre cnticr, la valeur ac r sini-^- devicndra uullc 

lorsque a?sera egal a zero ou a r, quelle quo soit d’aillcurs la valour 
de y. On pourra done prendre, pour une valeur plus generale do r. 


s — . ,, n.t. 

sin 3 . 

r 


Si Ton suppose/nulle, la valeur de r sera, d’apres l’hypotlieso, ugule 
a la fonction connue f(%). On aura done 


,, . . kx , n.r . 7 t .r . , 7r.r 

t{x) — a t sin — 4- a. 2 sin ?. — ■+• a 3 sin 3 --- ■-+- a,, sm /J - -|».... 

On determines Ies coefficients a,, n 2 , a t , ... an inoyon de 
l’equation (M) et, en les substituant dans la valeur de e, on aura 


. TCr 

1 . 1ZX 

-n’ = e 7 sin — 

2 r 


Tty , 

/(«)sin^^.r + e ' v sins -~ r j /(./■) sin ■>. -j-- /t.i 

j.'rur . 

-he ’’ sin 3^ j /(.r) sin 3 tl.t 
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En supposant dans l’equation precodcntc /* = 
solution sous une forme plus simple, savoir 

rc, on aura la mrim 

j -Kvz=ie-y$\nx f /(^) sinxe/x*-he ^sino.j* / 
(a) < J ./ 

1 

J\x) sin 2,/v/,r 

( -h sin 3 j- j 

y’(.r) sin [\,r(Lr 1 - . . , 

ou 


i r* 

-7:9 j / (a) da (e~* sinj? sin a +■ e~'~y sin 2 x sin 9. a -h 

e sin 3 ./• sin 3 a 1 ...»; 


a est une nouvelle variable qui disparait apres l’integration. Si Tmi 

determine la somme de cette scrie et si I’on en (ait la substitution dans 
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la derniere equation, on aura la valeur de v sous une forme finie. Le 
double de la serie cquivaut a 

e~~y [cos (br — a) — cos(^r -b a)] -b e~*y [cos 2 (x — a) — C0S2 (x -b a)] 

-b e~ z y [cos3 (x — a) — cos 3 (.r + a)] + ... ; 

designant par F (y,p) la somme de la serie infmie 

e~~y cos p 4- e~*y cos 2 p 4 - e~ z y cos3 p 


on en conclura 


7T C 


- f F (a) da [F (7, 


x — sc) — F (/, x 4- sc)]. 


O n a 


2F (y,p) -b -b -b. . - 

q- (y-p s/'-i) _i- e -s(y-/»\FT) + e-3(y-/>/=T) _j_ . . . 

e~ (yyp s/~) e~ O'- ^) 

-b 


()ll 


done 


t: v zzz i f(a) da 
Jo 


— e - (y+/> >J -1) 1 — e~~ {y- p si- 1 ) 

« , V „„ COS p — e-y m 

\f> P) e y - 2 C0Sjj y _|_ e : y> 

COs(x — a) — e~y cos (x - b a) — 


e) — 2 cos( x — a ) ~b e~ y e y — 2 cos (x + a)-b e >' J 


Oil 

7T P 


( 2 ) siiur sin a 

•/(“) j [>V— a cos (irJ [e->' — _ 2 cos (.*• 4 sc) H- <?-r] 


ou, cn decomposant le coefficient cn deux fractions, 

j er-e-r) f* f_L__ 1 _ '|,/ a . 

2 ' ' |_^— 2 cos (x — a) -b e~ y e } — *>* cos {x -b a) -b e ^ | 

Cette equation conticnt, sous la forme finie et cn termes reels, l’inte- 
grale de l’equation 

d-c <r-v _ 

()x i + dy- °’ 
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appliquee a la question du mouvement uniformc de la ehaleur dans un 

solide rectangulaire expose par sa base a Taction constante d’un seul 

foyer. 

II est facile de reconnaitre les rapports de cctte integrate avec I’in- 
tegrale generale, qui a deux fonctions arbitraircs; cos fonctions so 
trouvent determinees par la nature meme de la question, et il ne resfo 
d’arbitraire que la fonction/(a), consideree entre les liniit.es a = o et 
a = n. L’equation (a) represente, sous une forme simple, proprc aux 
applications numeriques, cette meme valeur de o reduite on une serie 
convergente. 

Si l’on voulait determiner la quantite de ehaleur que le solide eon- 
tient lorsqu’il est parvenu a son etat permanent, on premlrait I’inte- 
grale jdx fvdy depuis x=o jusqu’a x = -re et depuis y : - <> jus<[u’a 
y = oo; le resultat seraitproportionnel a la quantite cherehee. Kn gene¬ 
ral, il n’y a aucune propriete du mouvement uniforme do la ebaiour 
dans une lame rectangulaire qui ne soit exaclement roprdsentee par 
cette solution. Nous envisagerons maintenant les questions de oc genre 
sous un autre point de vue, et nous determinerons le mouvement varie 
de la ehaleur dans les differents corps. 
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DU MOUVEMENT LINE AIRE ET VARIE DE LA CIIALEUR DANS UNE ARMILLE. 


SECTION I. 

SOLUTION GGNfiRALE DE LA QUESTION. 


238 . 

L’equation qui exprime le mouvement de la chaleur dans une ar- 
mille a etc rapportee dans 1 ’arlicle 105 ; ellc cst 

de _ _ hl_ . 

(6) <k“CD<Le 2 CDS v ' 


11 s’agit maintenant d’integrer cette equation; on ecrira seulement 


dv 

Ji 


f d 2 v 

< JJ* ~ 


hv ; 


K. hi 

la valour de k representera gg) cclle de A sera jp designe la lon¬ 
gueur de 1 ’arc compris entre un point m de I’anneau et l’origine o; 
v cst la temperature que Ton observerait cn ce point m apres un 
temps donne t. On supposera d’abord v=.e~ ht u, u etant une nouvelle 
indeterminee ; on cn tirera 

du _ . 3*11 

JI * U * 5 

or cette derniere equation convient au cas oil 1’irradiation serait nulle 
a la surface, puisqu’on la deduirait de la precedente en y faisant h = o; 
on conclut de la que les differents points de l’anneau se refroidis- 
sent successivement, par Taction du milieu, sans que cette circon- 
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stance trouble en aucune maniere la loi de la distribution do la cha- 

leur. En effet, en integrant 1 ’equation 

du , d-u 

dt ' dx 2 ’ 

on trouverait les valeurs de u qui repondent aux dilferonts points do 
I’anneau dans un meme instant, et l’on connaitrait quel serait 1 ('tat 
du solide si la chaleur s’y propageait sans qu’il y out aucune deperdi¬ 
tion a la surface; pour determiner ensuite quel aurait e(e 1’etat du 
solide au meme instant si cette deperdition eiit eu lieu, il suflirait de 
multiplier toutes les valeurs de u, prises pour les divers points et pom* 
un meme instant, par une meme fraction qui cst e ~ hC . Ainsi le rofYoi- 
dissemenf qui s’opere a la surface ne change point la loi de la distribu¬ 
tion de la chaleur; il en resulte seulement que la temperature do 
chaque point est moindre qu’elle n’eut ete sans cette circonslanee ; et 
elle diminue, pour cette cause, proportionnellement aux puissane.es 
successives de la fraction e~ kt . 


239. 

La question etant reduite a integrer l’equatidn 

du _, d " 1 a 

Tt ~ k dF*’ 

on cherchera, en premier lieu, les valeurs particuliercs les pins simples 
que 1’on puisse attribuer a la variable u; on en composera onsuile une 
valeur generale, et Ton demontrera que cette valeur est aussi etenduc 
que 1 integrale, qui contient une fonction arbitraire en ;v, ou plutbt 
qu’elle est cette integrale elle-meme, mise sous la forme qu’exigo la 
question, en sorte qu’il ne peut y avoir aucune solution differente. 

On remarquera d’abord que 1 ’equation est satisfaitc si Ton donne 
a « la valeur particuliere ae mt s\anx, m et n etant assujettis a la con¬ 
dition m — — krr. On prendra done pour une valeur particuliere 
de u la fonction 


ae~ klltt s\nnx. 
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Pour quo cette valour de u convienne a la question, il faut qu’elle ne 
change point lorsque la distance x est augmentee de la quantite an r, 
r clesignant le rayon moyen de 1 ’anneau. Done zn-r doit etre un mul¬ 
tiple i do la circonference ziz, cc qui donne n — -■ On peut prendre 
pour fun nombre entier quelconquc; on le supposera toujours positif 
parce quo, s’il ctait negatif, il suffirait de changer dans la valeur 
fire~ A " !t sin«zr le signe du coefficient a. Cette valeur particulierc 

ki l t 

-77- . IX 

ac '' sin — 
r • 

ne pourrait satisfaire a la question proposee qu’autant qu’elle repre- 
senterait I’etat initial du solide. Or, on faisant t — q, on trouve 

i x 

it = a sin —■: 

r 

supposons done quo les valours initiates de u soient exprimecs on ell'et 
par a sin j.) e’est-a-dire quo les temperatures primitives des dilferenls 
points soient proportionnelles aux sinus des angles compris entre les 
rayons qui passent par ces points et celui qui passe par l’origine; le 
mouvement de la chaleur dans I’interieur de l’anneau sera exactement 
represente par 1’equation 

-jr, . x 

if — ae sin 

r 

.et, si Ton a egard a la deperdition de la chaleur par la surface, on 
trouvera 

-( h + Ti)' ■ - r 
r — ae y ’ ' sin — • 

/* 

Dans le cas dent il s’agit, qui est le plus simple de tous ceux quo l’on 
puisse concevoir, les temperatures variables conservcnt leurs rapports 
primitifs, et colic d’un point quelconque diminue comme les puis¬ 
sances successives d’une fraction, qui est la memo pour tous les 
points. 

On remarquera les memes proprietes si Ton suppose que les tempe- 
F. 31 
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natures initiates sent proportionates au sinus .hi double . 1 .* 1'w 
e , cela a lieu, en general, lorsque tes temperatures donnees sont n*pr 
sentees par a sin 4 i elant un nombre cnlicr 
On arrivera aux memos consequences en prenanl., |>our valeur pari 


culiere de m, la quantite 
n = y - 3 done {’equation 


ae~ kn ' c cos rix ; o n a a uss i vi ti t: r ~ 


UV 


It = Cl c 


cos 




exprimera le mouvement tie la chaleur dans l’interieur de raiiiieni 

. . , , t.r 

si les temperatures initiates sont ropresenlecs par a eos - • 

Dans tous ces cas, oil tes temperatures donnees soul proporlio: 

nelles aux sinus ou aux cosinus d’un niulliple de 1 ’arc ^ i les rapper 

etablis entre ces temperatures subsislent conlinuelli'ineiit pendant 
duree infinie du refroidissement. 11 en serait de menu' si les temper 

tures initiates etaient represenlees par la (hue!inn c/sin l ‘ l - t h ns 1 * 

i etant un nombre enticr, a ct h des eoefiieicnls qneleonques. 


210 . 


Venons maintenant au cas general, dans lequel I<*s teiiipenitnn 
initiates n’ont point tes rapports quo l’on vienl. di* supposin', mai- -hi 
representees par une function queleonque l'’(.r). Dennons a eette 1 1 • it< 

tion la forme 9 en sorte qu’on ait E(.r) - o 4 j. et rnnrevon~. »p 


la fonction 9 est decomposee en une serin de sinus ou 

d arcs multiples affeetes de coefficients eonvenaldes. On 
quation 


(«) 



X 

— rt 0 sino — 
r 

4- & 0 COSO~ 

V 


X 

4- a x sin 1 — 
4- b { cos 1 — 


-4 a ± sm>, -- 
r 

, ,r 

4- l) t COS 2 y 




h .... 


do nisisii 

posc»ra ft 
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Lcs nombres a. 2 , .. .; b 0 , b,, b,, ... sont regardes comme con- 

nus et caleules d’avance. II est visible que la valeur do a sera alors 
representee par l’equation 


it = b„ 


. X 

a v sm — 

r 


COS ; 


. sm 2 ~ 

hi | - r 


b *cos 2 — 

\ /' 


lin elfet: 

i° Cetle valeur de u salisfera a l’equation 


2- ht 

1 ' 4 - . . . - 


()ti _ . d-u 

Tt ~ A? ’ 


parcc qu’elle est la somine de plusieurs valeurs particulieres; 

2° Elle ne changera point lorsqu’on augmenlera la distance x d’un 
multiple quclconquc de la circonlereuce dc l’anneau; 

3 ° Elle salisfera a 1 ’elat initial, parcc que, on faisant ( = o, on trou- 
vera l’cquation (e). 

Done Louies les conditions de la question scront mnplies; ctil no 
rest ora plus qu’a multiplier par e -/ '' eette valeur de u. 


241 . 

A mo sure que lc; temps l augmcnle, cliaeun des termos qui composent 
la valeur de a devient de plus en plus petit; lo systeine des tempera¬ 
tures tend done continuellcmcnt a so eonfondre avec I’etat, regulicr et 
constant, dans lequel la difference de la temperature u a la constanto b 0 
est represen lee par 

/ , _ j± 

( a x sin *— -+- b i cos j e . 

Ainsi les valeurs particulieres que nous avons considerees precedem- 
ment, et dont nous composons la valeur generate, tirent leur originc de 
la question ellc-meme. Chacune d’elles representc un etat elementaire 
qui peut subsister de lui-meme des qu’ou le suppose forme; ces va- 
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Ieursont une relation naturelle et necessaire avec les proprietes phy¬ 
siques de la chaleur ('j. 

Pour determiner les coefficients a 0 , a,,a. 2 , a 3 , .. .; b 0 , b t , b.>, b 3 , .. 
on emploiera 1’equation (II) (art. 234), qui a ete demonlree dans la 
derniere Section du Chapitre precedent. 

L’abscisse totaledesignee par X dans cette equation sera 2it/-, x sera 
I’abscisse variable et f{x) representera I’etat initial de I’anneau ; les 
integrales seront prises depuis x = o jusqu’a x — 21 xr; on aura done 

( CC f* X ,77 f* , X' 

cos - f cos - f(x) dx -+■ cos 2 ~ / cos a ™ /(.r) dx -[- . 

/•y 1 .r) — - f j{x)ctx -h- ' 

2 / 1 30 C X X /* X 

(sin — / sin -f{x) dx -+- sin 3 — I sin a (,r) d.v -p . 


Connaissant ainsi les valeurs de a 0 , a ,, a.,, a 3 , ...; b a , b,, b 2 , b :t , ..., on 
les substituera dans l’equation et Ton aura l’equation suivanto, qui 
contient la solution complete de la question : 


\ f f(x)clx+ 


f (x) dx 


I . x r . x 
Ism - I sin— 

>Sp J cos jf(x)dx 


kt 7 f si " a -/(■<■)d.t 

,5 + 

I COS 9 ~ j" COS ■>. --/{,>■) d.) 


Toutes les integrales doivent etre prises depuis x — o jusqu’a .*• -j.T.r. 

Le premier terme f{x)dx, qui sert a former la valour de r, esl. 

evidemment la temperature moyennc initialc, c’cst-a-dire eclle qu’au- 
rait chaque point si toute la chaleur initialc etait egalemcnl reparlie 
entre tous les points. 

242. 

On peut appliquer l’equation precedente (15), quelle que soil la 
forme de la fonction donnee/(®). Nous considererons deux cas parli- 
culiers, savoir : i° celui qui a lieu lorsquc, l’anneau ayant e(e el eve 
par Faction d’un foyer a des temperatures permanentes, on supprime 

,. \ V) Z? r '‘ p0ur plus de nettet6 ’ les developpements donncs 4 cello idee a la (in do Far- 

tide J , ¥ 
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tout a coup le foyer; 2 0 lc cas oil la moitie de l’anneau, eehaufifee ega- 
lement dans tous ses points, serait reunie subitement a l’autre moitie, 
qui auraitdans toutes ses parlies la temperature initiate o. 

On a vuprecedemment (art. 106) que les temperatures permanentes 
de I’anneau sont exprimees par Tequation 

v z= a a ~ x -b b a r , 

- v- 

et la quantile a a pour valeur e >K!s ; / est le contour de la section 
gencratrice etS la surface de cette section. Si Ton suppose qu’il y ait 
un soul foyer, il sera nccessairc que Ton ait l’equatidn ^'=o an 
point oppose a celui qui est occupe par lc foyer. La condition 

a a —*' _ ba x — o 


sera done satisfaite en ee point. Regardons, pour plus de facilite dans 
le calcul, la fraction ^ commc-again a I’unite, cl prenons le rayon r 
de I’anncau pour le rayon des Tables trigonoinetriques; on aura 

r rz: ae v be"*; 

done Total initial do 1’anncau est represente par Tequation 


11 no res to plus qu’a appliquer 1’equation generale (L) (it., on desi- 
gnantparM(') la chalcur ( 2 ) moyenne iaitiale, on aura 


c — 2 e~ ,u M ( —f- 


cos x cosa.r 

c~ A< H- — e ‘ su< -+- 


I 1 I 


2- -b r 


cos3 

( 


-3 -kl . 


cos 4^* 


-Vkt . 


Cette equation exprime 1’etat variable (Tun anneau solidc qui, ayant 


( 1 ) En faisant los calculs supprimds par Fourier, on Irouvo quo la valour do M est lido 
a cello do la cons tan to b par la rolation 


M 


■(1- 


G. D. 


( 2 ) Ici ct dans quolquos autros passages, Fourier omploio le mot chaleur pour indiquer 
la Lompdraluro. G. D. 
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(MechaolB parun dc sen points et iilcv6 it .Ins (niupdrnlim's slation- 
nairea, se refroidit dans Fair apres la suppression flu I'oyrr. 


243. 

Pour faire une seconde application de l’equalion l<* (l*» * ll ° 11 '' 

supposerons que la chalcur inilialc esl lellemcnl dislribuer qu’unr 

nioitie de l’anneau, comprise depuis nr; = o jusqu’a •»’ <laii> toil's 

ses points, la temperature i otquc l’autre paa la temperature <>. 11 
s’agit de determiner l’etat de l’anneau apres un temps rronlr /. 

La fonction f(x) qui represen to 1’etal initial est tidle, dans rr ra", 
que sa valeur est i toutes les fois que la variable esl comprise entre << 
et II en resulte que Ton doit supposei* 

f(a-) ■= . 

et lie prendre les integrales que depuis .r — o jusqu’it .*• ~; les autre-, 

parties des integrates sont nulles d’apres Plivpothi*sc*. On obtiemtru 
d’abord 1’equation suivantc qui donne le-developpemenl de la lunetinn 
proposee, dont la valeur est i depuis a- <> jusqu’ii .»• et imlle 

depuis oc — iz jusqu’a x — 2 tc , 

. i a / . i . „ i . . i . , 

fix) =-1-sum? -h v sin A:t H- r Sllia.e I Mll“.e I , 

J ' 2 n \ A :> 7 ' 

Si maintenant on substituc dans l'equatiou geuerale les valetu s tju’im 
vientde trouver pour les coefficients constants, on aura l’equatiou 

— = e- ,u [ y -i- e-^sin.r -h sin | ! e • ... I, 

2 \4 A :> ' 

qui exprime la loi suiv.ant laquelle varie la temperature it chaqtie [mint 
de l’anneau, et fait connaitre son etat apres un temps donne. 

Nous nous borncrons aux deux applications priVddcutes et non- 
ajouterons settlement quelques observations sur la solution ^enerale 
exprimee par l’equation (E). 
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244. 

i° Si Ton suppose It infini, l’etat de l’anncau sera exprime ainsi 



ou, en designant par M la temperature moyenne initiale, 

i’=:Mr ht . 

La temperature d’un point quelconque deviendra subitement egale a 
la temperature moyenne et les differents points conserveront toujours 
des temperatures egalcs, ce qui est une consequence necessaire dc 
1 ’hypotbese ou Ton adinet une conducibilite infinie. 

2 ° On aura lc meme resultat si lc rayon r de 1’anneau est infiniment 
petit. 

3° Pour trouver la temperature moyenne dc l’anneau apres mi 
temps t, il faut prendre l’integrale j c dx, depuis x — o jusqu’ii 
a? = 2 i ir, et divisor par 2 itr. En integrant cntre ccs limites les dille- 
rentes parties de la valeur dc e el supposant ensuite x = 2 it r, on trou- 
vcraqueles valours tolales des integrates sont nullcs, excepte pour le 
premier terme; la temperature moyenne a done pour valeur, apres le 
temps t, la quantile M cr ht . Ainsi, la temperature moyenne de l’anncau 
decroit de la memo maniere quo si la conducibilite etaiL infinie; les va¬ 
riations occasionnecs par la propagcition de la chaleur dans ce solide 
n’influent point sur la valeur dc cette temperature. 

Dans les trois cas que nous venons dc considerer, la temperature de¬ 
croit proportionnellemcnt aux puissances de la fraction e~ ht ou, ce*qui 
est la meme chose, a l’ordonnee d’une courbe logarithmique, l’abscissc 
etant egale au temps ecoule. Cette loi est connue depuis longtemps; 
mais il faut remarquer qu’elle n’a lieu, en general, quo si les corps 
ont une petite dimension. L’analyse precedente nous apprend que, si 
le diametre d’un anneau n’est pas tres petit, le refroidissement d’un 
point determine ne serait pas d’abord assujetli a cette loi; il n’en est 
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pasde meme de la temperature moyenne, qui decroit toujours propor- 
tionnellement aux ordonnees d’une logarilhmique. Au rcste, il no laul 
point perdre de vue que la section gencralrice do Parmillo ost supposde 
avoir des dimensions assez petites pour quo les points do la momr sec¬ 
tion nc different point sensiblement de temperature. 

4 ° Si l’on voulait connaitre quelle cst la quantile de ohaleur qui 
s’echappe dans un temps donne par la superficie d’uno'portion donndo 
de 1’anneau, il faudrait employer I’inlegrale hi jdt j pd.v, of prendre 

cette integrate entre les limites qui se rapporlent au temps. Par 
exemple, si Ton choisit o, 2 it pour les limifes do .r et <>, cc pour I os 
limites de t, e’est-a-dire si Ton veut determiner loule la quantitd do 
ohaleur qui s’echappe de la supcrficic cntierc pendant (onto la durdo 
du refroidissement, on doit trouver, apres les integrations, uu resultat 
egal a toute la chaleur initiale on airrMCDS, M etant la temperature 
moyenne initiale. 

V’ Si.l’on veut connaitre combien il s’dooule do olmlour dans un 
temps donne, a travers une section determiner do l’annoau, il laudrn 
employer l’integrale — KS J'—j/lt, on moltant pour la valour do 
cette fonction, prise au point dont il s’agit. 

245. 

5° La chaleur tend a se distribucr dans I’annoau suivanf uno loi qui 
doit etre remarquee. Plus le temps eeould augmente ot plus les tonnes 
qui eomposent la valeur de v dans l’equation (li) dovi(‘nnont peti (s par 
rapport a eeux qui les precedent. Il y a done uno eortaino valour do / 
pour laquelle le mouvement de la chaleur commence a dire sousilde- 
ment represente par l’equalion 

u — b 0 h~ l sin - b l cos ~ j e r1 . 

Cette meme relation continue a subsister pendant la durdo infinio du 
refroidissement. Si, dans cet etat, on choisit deux points do l’annrau 
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situesaux deux extremites d’un meme diametre, en represcntant par 
ae, et leurs distances respectives a I’origine, par e, et r, leurs tem¬ 
peratures correspondantes au temps t, on aura 


<’i = I sin — -+- b t cos ^ j e r ‘ e~ 


<’s = b o-i- fa, si n ^ + b 1 cos ~^je e~ 


Les sinus des arcs ^ et ^ ne different que par le signc.et il en est de 
meme des quantites cos y- et cos^ 2 ; done 


= b 0 e~'“. 

Ainsi la demi-somme des temperatures des points opposes donne une 
quanlite b a er ht , qui serait encore la meme si I’on avait ehoisi deux 
points situes aux extremites d’un autre diametre. Cette quantile 
/; 0 e~ / " est, comme on l’a vu plus haul, la valour dc la temperature 
moyenne apres lc temps t. Done la demi-somme des temperatures des 
deux points opposes quclconqucs decroit continuellement avec la tem¬ 
perature moyenne de l’anneau et en represente la valeur sans erreur 
sensible, apres quo le refroidissement a dure un certain temps. Exami-. 
nons plus particuliercmcnt on quoi consisto cc dernier otat, (jui est 
exprime par l’equation 

(> = -+- (jr, sin - -+- cos e *'* J e~ hl . 

Si l’on chcrclie d’abord lc point de l’anncau pour lequel on a la condi- 


X ,T 

<7, sin-h COS — = 0 

r r 


r V «i J 

on voit que la temperature de ce point est, a cliaque instant, la lempe- 

F 3a 
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rature movenne de l’anncau. II en est de meme du point diametrale- 
ment oppose, car I’abscisse a? dc ce dernier point satisferait encore a 
I’equation precedente 

? = arc tang(-£)• 


Designons par X la distance a laquelle le premier de cos points est 
place, on a 

= — «i tang 1 : 


et, en substituant cette valeur de b t . 



Si Ton prend maintenant pour origine dcs abscisses le point <jui re- 
pondait a l’abscisse X, et que Ton designe par a la nouvelle absrisso 
x — X, on aura, b designant une nouvelle constante, 

<<z=e- ht (b 0 -f-&sin^<r j . 


Aborigine, oil l’abscisse u est o, etau point oppose, la temperature c 
est toujours egale a la temperature moyenne ; ces deux points divisenl 
la circonference de l’anneau en deux parties dont Fetal est. pareil, 
mais de signe oppose. Chaquo point de 1’une de ces parties a tine tem¬ 
perature qui excede la temperature moyenne, et la quantile de eel 
exces est proportionnelle au sinus de la distance a l’origine; eliaque 
point de l’autre partie a une temperature moindrc que la temperature 
moyenne, et la difference est la memo que l’cxces dans le point oppose. 
Cette distribution symetrique de la cbaleur subsist.*; pendant (onto la 
duree du refroidissement. II s’etablil, aux deux cxtremites de la nioitie 
echauffee, deux flux de chaleur diriges vers la moilie froide, et dont 
1 effet est de rapprocher continuellement l’une et l’autre moilie tie 
1 armilie de la temperature moyenne. 
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246 . 

On remarquera maintenant que, clans I’equation generate qui donne 
la valour do e, cliaoun des terines est de la forme 

l at sin/~ hi cos/- j e r ' e~ hf ; 


on pourra done tirer, par rapport a chaquc terme, des consequences 
analogues aux precedentcs. En effet, designant par X la distance pour 
laquelle le coefficient 

. .X . X 

Cli Sim -h hi COS l ~ 

r r 

est nul, on aura l’equation 

/ , x 

— or/tangi —, 


el celte substitution donne, pour la valour du coefficient, 

/ 

. . / a- — 

a suu I-- 

a etarit une constante. II suit de la que, en prenant pour 1’origine des 
coordonnees le point dont l’abscisse etait X, ct designant par u la 
nouvelle abscisse x — X, on aura, pour exprimer los ehangements de 

_ it iL 

colic partic de la valcur de o, la fonction «e -/ ''sin — e 

Si cette memo partic de la valour de e subsisted seule, en sorte que 
les coefficients de toutes les autres fussent mils, 1’etat de l’anneau se- 
rait represente par la fonction 

.. hi 

h, • a ,T, 

cic' "‘ sm i — e 
r 

ot la temperature de cheque point scrait proportionnellc au sinus du 
multiple i de la distance angulaire de ce point ii I’origine. Cct etat est 
analogue a cclui que nous avons deceit precedomment; il cn differe en 
ce que le nombre des points qui out une meme temperature toujours 
egale a la temperature moyenne de l’anneau n’est pas 2 seulement, 
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mais est en general egal a 2 i. Chacun de ces points ou noeuds separe 
deux portions contigues de l’anneau, qui sont dans un etat seniblable, 
mais de signe oppose. La circonference se trouve ainsi divisee en plu- 
sieurs parties egales dont 1’etat est alternativemcnt positif ou negatil. 
Le flux de la chaleur est le plus grand possible dans les noeuds; il se 
dirige toujours vers la portion qui est dans l’elat negatifct il est mil 
dans le point qui est a egale distance de deux noeuds consceutifs. Los 
rapports qui existent alors entre les temperatures se conserve!) t pen¬ 
dant toute la duree du refroidissement, et ces temperatures varient 
ensemble tres rapidement, proportionnellcment aux puissances sueees- 
sives de la fraction 

_..h_ 

e -h e 

Si Ton donne successivetnent a i les valours o, r, 2 , 3, /|, ., on 
connaitra tous les etats reguliers et elementaircs que la chaleur pent 
affecter pendant qu’elle se propage dans un anneau solide. Lorsiju’un 
de ces modes simples est une fois etabli, il se conserve de lui-mdme el 
les rapports qui existaient entre les temperatures ne ebangenl point; 
mais, quels que soient ces rapports primitifs et de quelque rnaniere 
que l’anneau ait ete echauffe, le mouvemcnt dc la clmleur se decom¬ 
pose de lui-meme en plusieurs mouvements simples, pareils a oi'ux 
que nous venons de decrire, et qui s’accomplissent tous a la fois sans 
se troubler. Dans chacun de ces etats, la temperature est proportion- 
nelle au sinus d’un certain multiple de la distance a un point fixe. La 
somme de toutes ces temperatures partielles, prises pour un soul point 
dans un meme instant, est la temperature actuelledc ce point. Or les 
parties qui eomposent cette somme decroisscnt bcaucoup plus ra[>id(‘- 
ment les unes que les autres; il en resulle que ccs etats elementaires 
de l’anneau, qui correspondent aux differentes valeurs de i et dont la 
superposition determine le mouvement total de la chaleur, dispa- 
raissenten quelque sorte les uns apres les autres. 11s cessenl bientbt 
d avoir une influence sensible surla valeurdela temperature, ct laissmit 
subsister seul le premier d’entre eux, pour lequel la valeur de i cs( la 
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moindre de toutes. On se formera de cette maniere une idee exacte de 
la loi suivant laquelle la chaleur se distribue dans une armille et se 
dissipe par sa surface. L’etatde l’annille devient de plus en plus syme- 
trique; il ne tardo point a se confondre avec celui vers lequel il a une 
tendance naturelle, et qui consiste en ce que les temperatures des dif- 
ferents points doivcnt etreproportionnelles aux sinus d’un meme mul¬ 
tiple de l’arc qui mesure la distance a l’origine. La disposition initiale 
n’apporte aucun changcment a ccs resultats. 

SECTION II. ' 

1)1! LA COMMUNICATION DB LA CUALEUE ENTRE DES MASSES DISJOINTES. 


247. 

Nous avons maintenant a faire remarquer la conformite de l’analyse 
precedentc avec cello quo Ton doit employer pour determiner les lois 
de la propagation do la chaleur entrc des masses disjointcs; nous 
arriverons ainsi'a une seconde solution de la question du mouvement 
de la chaleur dans une armille. La comparaison des deux resultats fera 
connaitrc les veritables fondemcnts de la methode que nous avons sui- 
v'u! pour integral* les equations de la propagation de la chaleur dans 
les corps continus. Nous cxamincrons en premier lieu un cas extre- 
mement simple, qui cst celui de la communication de la chaleur entre 
deux masses egales. 

Supposons que deux masses cubiqucs m et n, d’egale dimension et 
de memo maticre, soient inegalcmcnt echauflees, que leurs tempera¬ 
tures respcctives soient a et b, et qu’elles soient d’une conducibilite 
infinie. Si Ton mettait ccs deux corps en contact, la temperature 
dcviendrait subitement egale dans l’une et 1’autre a la temperature 
tnoyenne £(a-I- b). Supposons quo les deux masses soient separees par 
un tres petit infcrvalle, qu’une tranche infiniment petite du premier 
corps s’cn detache pour se joindre au second, et qu’elle retourne au 
premier immcdiatcmcnt apres le contact. En continuant ainsi de sc 
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porter alternativement, et dans des temps egaux et irifiniment petits, 
de I’une des masses a l’autre, la tranche interposee fait passer sueees- 
sivementla chaleurdu corps le plusechauffe dans celui qui l’estmoins; 
i] s’agit de determiner quelle serait, apres un temps donne, la tempe¬ 
rature de chaque corps, s’ils ne perdaient par lour surface aucune par- 
tie de la chaleur qu’ils contiennent. On ne suppose point quo la trans¬ 
mission de la chaleur dans les corps solides continus s’operc d’une 
maniere semblable a celle que Ton vient de decrirc; on veut soulo- 
ment determiner par le calcul le resultat d’une telle hypotheses. 

Chacune des deux masses jouissant d’une conducihilite parfaite, la 
quantite de chaleur contenue dans la tranche infiniment petite s’a- 
joute subitement a celle du corps avec lequel elle est en contact, et il 
en resulte une temperature commune, egalc au quotient de la sonime 
des quantites de chaleur par la somme des masses. Soil co la masse de 
la tranche infiniment petite qui se separe du corps le plus echaulle, 
dont la temperature est a; soient a et [3 les temperatures variables qui 
correspondent au temps t, et qui ont pour valours initiates a et b. 
Lorsque la tranche co se separe de la masse rn, qui devient m — co, idle 
a, comme cette masse, la temperature a et, des qu’elle touche 1c se¬ 
cond corps affecte de la temperature (3, olio prend en memo temps que 
1 ui une temperature egale a 

m (3 -f- ah) 

T)l -}— Ci) 


La tranche co, retenant cette derniere temperature, rotourne au pre¬ 
mier corps, dont la masse est m — co et la temperature a. On tnmvera 
done, pour la temperature de ce corps apres le second contact, 

, , m 3 -h ao) 

CC ( Ill — 00 ) Ci) -— 

_ hi H- (t) _ am H- (3<i> 

m in -i- (,) 


Les temperatures variables a et (3 sont done dovenuos, apres 1 ’in 
stant dt, 

«-(«-|3)-» P + (« — (3)^; 
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on trouve ces valeurs en supprimant les puissances superieures de co. 
On a ainsi 

da. — — (a— (3) — > = (cc — |3) —; 

la masse qui avait la temperature initiate (3 a recu, dans un instant, 
une quantite de chaleur egale a mdft ou (a — (3)<o, laquelle a ete per¬ 
due dans le mime temps par la premiere masse. On voit par la quo la 
quantite de chaleur qui passe en un instant du corps plus echauffd 
danscelui qui l’estmoins est, toutes choscs d’ailleurs egales, propor- 
tionnelle a la difference actuelle des temperatures de ces deux corps. 
Lc temps etant divise en inlervalles egaux, la quantite infiniment 
petite w pourra etre remplacee par Kelt, K etant le nombre dcs unites 

de masse dont la somme conticnt o> autant de fois que l’unite de temps 

K. i 

conticnt clt, en sorte que 1’on a — = On obtient ainsi les equations 
da. “—(a — (3)— dl, = (a — 3) — dt. 

in in 


218. 

Si Ton attribuait une pins grande valour au volume co qui sert, pour 
ainsi dire, a puiser la chaleur de l’un dcs corps pour la porter a 
1’autrc, la transmission serait plus prompte; il faudrait, pour exprimer 
cettc condition, augmenter dans la memo raison la valeur dc K qui 
entre dans les equations. On pourrait aussi conserver la valeur dc 
et supposer que ccttc tranche accomplit dans un temps donne un 
plus grand nombre d’oscillations, cc qui serait encore indique par 
une plus grande, valeur de K. Ainsi ce coefficient represente en quelque 
sorte la vitesse de la transmission, ou la facilitc avec laquelle la cha¬ 
leur passe de l’un des corps dans l’autrc, e’est-a-dire leur conducibilite 
reeiproque. 

249. 

En ajoutant les deux equations precedentes, on a 


dec h- d [3 = o, 
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et, si 1’on retranche l’une des equations de l’autre, on a 

K 

dx—dp- 1-2(« — P) —= 0 

ou, on faisant a — [3 = v» 

dy-H 2— ydt = o. 

Integrant et determinant la constante par la condition que la valcur 
initiate soit a — b, on a 

y = (a — b)e m . 

La difference y des temperatures diminue done comine I’ordonnee 
d’une logarithmique, ou comme les puissances successives (le la frac- 

_o l i 

tion e On a pour les valeurs de a et (5 

. i — 2 — f i t —a*'/ 

• « = ■+• -(«— b)e , |3 = - (« + t>) — ~ (« — t>) e . 


250. 

On suppose, dans le cas qui precede, que la masse infinimenl pe¬ 
tite oj au moyen de laquclle s’opere la transmission est loujours la 
meme partie de l’unite de masse ou, ce qui cst la memo chose, que le 
coefficient K qui mesure la conducibilile rcciproque cst urn: quantile 
constante. Pour rendre la recherche dont il s’agit plus generale, il 
faudrait considerer le coefficient K comme une function des deux tem¬ 
peratures actuelles a et [3. On aurait alors les deux equations 

dx = -(x — &)-dl, d&=.(x — &) — dt, 

dans lesquelles K serait egal a la function do a et |3, que nous desi- 
gnons par <p(a, (3). 11 sera facile de connaitre la loi que suivent les 
temperatures variables a et (3 lorsqu’elles approchent extremement de 
leur dernier etat. Soit y une nouvelle indeterminec, egale a la diffe¬ 
rence entre oc et la derniere valeur, qui est ~{a -+- b) ou c. Soit 3 une 
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seconde indeterminee, egale a la difference c — [3. On substituera, au 
lieu de a et {3, leurs valeurs c — y et c — et, comme il s’agit de 
trouver les valeurs dey et de s lorsqu’on les suppose tres petites, on 
ne doit retenir dans les resultats des substitutions que la premiere 
puissance de y et de 3 . On trouveva done les deux equations 

— dy = — (- — y) 9( c — V, C — z) dl, 
dz — {' Z —y)l-y(c—y,c — z)dl. 

En developpant les quantiles qui sont sous le signe 9 ct omettant les 
puissances superieures de y et de on trouvera 

dr = (z — r) — o(e, c) dl, dz — — (z — r) — o(c, c) dt. 

La quantite 9 ( 0 , 0 ) etant constanto, il s’ensuitque les equations pre- 
ccdcntes donneront, pour la valour de la difference 3 — r, 1111 resullat 
semblable a celui que l’on a trouve plus haut pour la valour de a — [b. 

On en conclut que, si le coefficient K, quo Ton avait d’abord sup- 
|)ose constant, etait. represente par unc fonction quelconquc des tem- 
peratures variables, les derniers cbangeincnts qu’eprouvent ces tem¬ 
peratures, pendant un temps infini, seraient e.neore assujettis a la 
meme loi que si la conducibilite reciproque elait constanle. 

11 s’agit actucllcment de determiner les lois de la propagation de 
la chaleur dans un nombre indefini de masses egales qui out actuel- 
lement des temperatures differentes. 

251. 

On suppose que des masses prismatiques, en nombre n, ct dont 
chacune est. egale a m, sont rangecs sur une meme ligne droite, et 
affcctees de temperatures differentes a, b, 0 , <1, que des tranches 
infiniment petites, qui ont chacune la masse to, se separent de ces dil- 
ferents corps, excepte du dernier, et se portent en memo temps du 
premier au second, du second au troisieme, du troisieme au quatriemo, 
F. 35 
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ainsi de suite; que, aussitot aprfes le contact, ces memes tranches 

retournent aux masses dont elles s’etaient separecs. Ce double niou- 

vement ayant lieu autant de fois qu’il y a d’instants infiniment pe- 

tits dt, on demande a quelle loi sont assujettis les changemeuts de 

temperature. 

Soient a, y, o, ..., p, fries temperatures variables qui oor- 
respondent au meme temps t et qui out succede aux valeurs ini- 
tiales a, b, c, d, .... Lorsque les tranches w se seront separecs des 
n — i premieres masses et mises en contact avec les masses voisines, 
il est aise de voir que les temperatures seront devalues 

sc(m — m) S(m — g)) 4 - aw y(m — m) -t- (3o> ampt>\ 

- , - -,-, •••> —-;-— 

m — Gd ni in m cn 

ou, en supprimant dans la derniere les puissances supcrieures de <o, 

a, j3 4- (a —(3) —> y-h((3 — v) — , d -H (y — 5) — > u+(p — a) • 

Lorsque les tranches w seront revenues a leurs premieres places, on 
trouvera les valeurs des nouvelles temperatures en suivant la meme 
regie, qui consiste a diviser la somme des quantites de chaleur par la 

somme des masses, et Ton aura, pour les valeurs de a, (3, y, o . 

apres 1’instant dt, 

(3 +[a P — (f3 — 7)]~’ 
y + [P —y —(y—5)]^, • ••, u -t- (p — a) 

le coefficient de — est la difference de deux differences consecutives 
prises dans la suite a, (3, y, ..., p, <r. Quant au premier et au dernier 
coefficient de ils peuvent etre consideres aussi comme <les diffe¬ 
rences du second ordre; il suffit de supposer que le tonne a est pre¬ 
cede dun terme egal a a, et que le terme a est suivi d’un terme egal 
a <7. On aura done, en substituant comme precedemment Kdt a co, les 
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equations suivantes : 

K 

dx — — dl [(P — <*) — (« — «)], 

dy — 7)~ (7 —P)]> 

.... 

K. 

cfa — — dl\Xa — a) — (cr — p)]. 


252. 

Pour integrer ees equations, on fera, suivant la methode connue, 

a — a { e'“, $ = a,e ht , y = a i e' ,t , ..., a—a„e ,u - 

h, a ,, « 2 , « :l , .... a n etant des quantites constantes qu’il faudra deter¬ 
miner. Los substitutions etant faites, on aura les equations suivantes : 

K. 

«i7< = — [(«*— «i) — («i— «i)]» 

K 

<tlU ~ a ^ ~ «»)]> 

K 

<hh = - [(fl-4— «a) — (a»— fl-s)], 

. ) 

K 

a " /l = 7n K a,l ~ a ") — ( rt « — 

Si I’on regardc a, eomme une quantite connue, on trouvera l’expres- 
sion de a ± en a { et A, puis celle de « :1 en a 3 et A; il en est de meme de 

toutes les autres indeterminees a, t , a 3 ,-La premiere et la derniere 

equation peuventetre ecritessous cette forme 
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pourvu que Ton retienne ces deux conditions 

Cl q — Cl 2 Gt Clfi — ftn-j r \ • 

La valeur de a, contiendra la premiere puissance do h; la valour do 
eontiendra la seconde puissance de h, ainsi de suite jusqu’a a n (|ui 
contiendra la puissance/i icime de h. Ccla pose, a n+t devant elre egal a n„, 
on aura, pour determiner h, une equation du n iime degre, ct rr, dcmou- 
rera indetermine ('). 

II suit de la que Ton pourra trouver pour h un nombre n do valours, 
et que, d’apres la nature des equations lineaires, la valeur generale 
de a sera composee d’un nombre n de tonnes, en sortie quo les quail- 
lites a, (3, y, ... seront determinccs au moyen des equalious 

a = ai e hl a\ e h 1 -+- a\ e h " 1 -+-. ., 

3 = a, e hl ■+■ a'. 2 e ,: ' 1 e hH 

■j — ae ht -+- e ,t ' t -+- a\ e h "‘ -I-. .., 


o- = a n e hl +• a' n a h t -+- a" n e*"* -t-. . .. 

Les valeurs h, h', k', ... sont en nombre « et egalos aux n racines do 
1 ’equation algebrique du /d™ 16 degre en h, qui a, coniine on le vorra 
plus bas, toutes ses racines reelles. Les eooffioienls do la premiere 
equation a,, a\, a\, d [, ... sont arbitraires; quant aux eoeflieieiils 
des ligncs inferieures, ils sont determines par un nombre n do syslouies 
d’equationssemblables aux equations precedentes. Ils’agil mainlcnanl 
de former et de resoudre ces equations. 

253. 

Ecrivant la lettre q au lieu de on aura les equations sui- 

(*) 11 importe de remarquor que, toutes les liquations diant homogbnos par rapport au\ 
coefficients at, le rapport sera inddpendant do ol, par consdquont, l’dijuation qin 
determine h sera toujours la mdino, quelle quo soil la valour attribudo a a t . <i. I). 
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vantes : 

n i = 

=r a,(7 + a) — a 0 , 

^3 — 3 


<7„ +1 — <7„ (ry •+• 2) — . 

On voit quo ces quanlites apparticnncnt a une serie reeurrente donl 
reehellc.de rolalion a les deux termcs (g -h 2 ) et — i. On pourra done 
exprimer le terme general a m par l’equation 

a m = A sin/HK 4- R sin(//i — 1) u, 

(in determinant convenablement les quantites A, Bet u. On trouvera 
d’abord x\ et B on supposant m egal a o et ensuite egal a 1 , ce qui 
donne 

((<,= (> 1—— R sill u, r/ l — A sill u 
et, par consequent, 

a t . 

a — -I sm mu — sm(/» — i) u I. 

sm // L v J 

En suhstituant ensuite les valours de a m , a m _,, a m ._ 2 dans l’equation 
generale 

a m n m - x {(] -+- s) — n m ~ 2 , 

on trouvera 

sin m! u (<y 4- 2) sin ( in '— i) u — sin {in ’— *0 u, 
m r designant m — 

Kn comparant cello (‘({nation a cellc-ci : 

sin w' u ™ 2 cos u sin (rn 1 — i) a — sin (m f — 2 ) a, 

qui exprime unc propriete connue, on en conclut 

([ 2 = 2 cos a, ou q = — 2 sin V u (M; 

il nc restc plus qu’a determiner la valeur de Tare u. 

( 1 ) La notation sinVw, employ60 ici ot dans la suite, indique lo sinus verse de Fare u. 

a. D. 
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La valeur generate do a m etant 


r sin — sin(/n — i) //], 
smu L J 


on aura, pour satisfaire a la condition a ai . t = a /i9 l’equation 


sin (^ +- i)u — sin nu = sin nu — sin (// — i )</, 

d’ou I’on tire 

. 7r 

sm nu o, uzzz i —■> 
n 


ir etant la demi-circonferencc et / un n ombre entier queleonque, ltd 
que o, i, 2 , 3, 4, .... n — i. On en peut deduire les n valours do <j 
(»u ainsi, toutcs les racines do liquation en h, qui donnonl h-s 

valours de h, h', h", h"\ ... sont reelles, negatives of founiios par los 
(‘(Illations 


h - 

K . 

- - ■>. — sm v 



in 

V n) 

h> ~ 

— n — sm V | 



m 

\ "/ 





: ^ — sin V 

(" i) 


in 


7T 

// 


Supposons done, qu’on ail diviso la deini-oireonlorenoo r. on mi 
nomlire n do parlies exiles, etqne 1’on prenno pour former 1’aro u m. 
nomliro entier /do oes parlies, /etant moindre quo n; on salisfora aux 
equations dillorenliolles on ehoisissanl pour a { une quantile 
ronque et faisant 

sin u — si no u - a K /*.in v„ 
a a j r »n 

sin// * 


u „ **1U '4 // - Kin l // -.* 8 /Min V/r 

P ( h . a m 

sin// ’ 

_ a sin 3 u — sin a // * * / Min v H 

1 sin// 1 ’ 


_ „ *>*»««■ •«•'«(« 

•j a • — «■> -. -- „ w ** *n 

Sill// 







CHAP1TRE IV. — ARMILLE. 


263 


Commc il y a un nombre n d’arcs differents quo l’on peat prendre 

pour a, savoir o i^> • • •, (n — 1 )^, il y a aussi un nombre n 

de systemes de valeurs particulieres pour a, (3, y, 0 , ..et les valeurs 
generales de ces variables sont les sommes des valeurs particu- 
liercs. 

254. 


On voit d’abord que, si l’arc u est nul, les quantites qui multiplient 
a , dans les valeurs de a, [3, y, 8, ... devicnnent toutes egales a l’unite; 

ear sinM s T ^ in °' - a pour valour 1 lorsque l’arc u est nul, et il en est de 

meme des quantites qui se trouvent dans les equations suivantes. On 
(ionclut de la qu’il doit entrer dans les valeurs generales de a, [3, y, 
i$, ..., a- des termes constants qui sont egaux. 

De plus, en ajoutant toutes les valeurs particulieres correspondantes 
de a, {3, y, ..., on aura 


cc -f- [3 -t— y H— 0 -f-. 


si n n a 

«1 —- 

sin« 


- 2 — ( sin V n 


equation dont le second niembre se reduit a o toutes les fois que 
l’arc u n’cst pas nul; tandis que, dans ce cas, on trouvera n pour la 

valour de On a done, en general, 

sin 11 D 

oc h— [3 "4“ y —H 0 —H.. . nct± 5 

or, les valeurs initiates des variables elant a, b, c, d, ..., il est neces- 
saire que 1’on ait na t = a c -+- d -i- ...; il en resulte quo le 

terme constant qui doit entrer dans chacunc des valeurs generales do 
a, (3, y, 0 , ..., cr est 

“ (ci —I— b -+* c —1— d •+■.. .) > 
n 

c’est-ii-dirc la temperature moyenne entre toutes les temperatures ini¬ 
tiates. 

Quant aux valeurs generales de a, [3, y, ..., cr, elles sont exprimees 



:2(>V 


theorie de la chaleur. 


[tar les equations suivantes 


sin u — sido// 


— 2 — / sin V tt 


/«-*-• l> + c+- ••) + «> 5TiT« e 

, sinti'— sinow' 

1 s mu 

sin //—sincm" 


sin // 


- ( (X -j- b - J r C - 


sin2W — Sill U --2^/Mr.A/r 

- . - 6 

' 1 sill// 

! -2 — / sin V rt‘ 


_ sin 2 // — sin// 

-+- &i -:-:- 6 


Sill // 


sins//—-sin// 

Ci --- j, ■ G 

1 sill// 


(I _ 2 K ~ / .sill V//" 


r sin 3// —sin 2// -a~/»mv/i 

; -Cff + & + c + .-.) + «i iiluT e 

, sin3///— sins/// ~ 2 ~ /8inv 

H~ ----;-- G 

sin//' 

si n 3 //— si ti 2 // ~ 2 ~/*inv »" 

^ ’ C 

1 sin// 



, sinn// — sin (// — 0 // 

) (i I-■ *■- - ■ - ■ G 

} 1 sin u 

, sin na' —sin(// — i)//' / .;~ 2 ^ 1 hlu v "' 

(j - r G 

sin /// 

sinn//-- sin(//— i)u v ~ ' hlnV "’' 

H~Ci-:- j, “ ^ 

Sill// 


+ • 


ou u, a’, if, ... designent lcs multiples de ~ 


255. 

Pour determiner les eonstanlcs a t , b t , c,, </,, ..., il faut considorer 
l’etat initial du systeme. En effct, lorsque le temps est nul, les valours 
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de a, p, y, o, ... doivent etre egales a a, b, c, d, ..on aura done 
n equations semblables pour determiner les n constantes. Les quan- 
tites 


sin u — sinow, sin 2 a — sin a, sin3 u — sin2 a, . . ., sinnu — sin (n — 1 )a 

peuvent etre indiqaees de cette maniere 

A sin cm/, A sin //, A sin 2 //, A sin (n — 1 ) u ; 

les equations propres a determiner les constantes sont, en representant 
par C la temperature moyenne initiale, 


ct — (i —(— ct j h j -+- c j H— . . 
l> = 


c- 

<■ = C ■ 
tfrrC- 




■ 


A sin u 


A sin u! 

”h C 

sin u 

sin u* 

A sin 2 u 
sin u 


A sin 2 u' 
sin n' 

H" Cj 

A sin 3 k 
sin u 


A sin 3 u' 
sin a 1 

■ H~ c ] 


A sin a" 
sin u" 

A sin 2 u" 
sin u" 

A sin 3 //." 
si xut" 


Les quan tites a n />,, ... et C etant determinces par ces 

equations, on connait enlierement les valours (les variables a, (3, y, 
0 , ... , cr. 

On peut eHectucr, en general, l’climination des inconnues dans 
cos equations et determiner les valours des quantites a,, b { , 
memo lors(fue lc nombre des equations est infini; on emploiera ee 
precede d’elimination dans 1 <*s articles suivants. 


25(5. 

En examinant les equations qui donnent les valours generates des 
variables a, (3, y, .... <?, on voit que, lc temps venant a augmenter, les 
tonnes qui so suecedent dans la valeur de chaque variable decroissent 
tres inegalemcnt; car, les valeurs de u, u", u"\ ... etant 
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Ies coefficients sinV«, sinVw', sin Yu', sinVa'", ... deviennent dc plus 
en plus grands. Si Ton suppose que le temps t est infini, lc premier 
terme de chaque valeur subsiste seul, el la temperature de chacune 
des masses devientegale a la temperature moyenne - (a+6 + c+...). 
Lorsque le temps i augmente continuellement, chacun des lermes 
de la valeur d’une des variables diminue proportionnellemeut aux 
puissances successives d’une fraction qui est : pour le (leuxirme 

K K 

— 2 — siaVw _ . —2 sin V i£ . . , 

terme, e m ; pour le troisieme terme, e ; ct amsi do 

suite. La plus grande de ces fractions etant celle qui repond a la 
moindre des valeurs de u, il s’ensuit que, pour connaitre la loi que 
suivent les derniers changements de temperature, on no doit oonsi- 
derer que les deux premiers termes; car tous les aulres deviennent 
incomparablement plus petits a mesure que lc temps t augmente. Los 
dernieres variations de temperature a, [3, y, S, ... sont done expri- 
mees par les equations suivantes : 


i , j , , sin u — sinort -a— /»inV// 

a= - + c + + +«i -:- e m -4~. 

n ' smu 

o 1 , , 7 , j N sin2^ — sinw -2 ~ / *u\\n 

? = b + c-hd +-...) + ai -:- —e m 

^ sm« 


K 


__ 1 , a . ^ x sino« — sm2« - 1 8lnV// 

/ — rA a + ° c ■+■ «+...) + a i -:-— e m 

n sin u 


257. 


Si 1 on divise la demi-circonference en an nombre n de parties 
egales et que, ayant abaisse les sinus, on prenne les difference's entre 
deux sinus consecutifs, ces n differences seront proportionnelles aux 

— 2 K f • y 

coefficients de e ou aux seconds termes des valeurs de a, ( 3 , 

y, a-. C’est pourquoi les dernieres valeurs de a, (3, y, cr sont 
telles que les differences entre ces temperatures finales et la tempera¬ 
ture moyenne initiate -(<z-t-£-+-c + ...) sontloujours proportionnelles 
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aux differences des sinus consecutifs. De quelque maniere que les 
masses aient d’abord ete echauffees, la distribution de la chaleur 
s’opere a la fin suivant une loi constante. Si Ton mesurait les tempe¬ 
ratures dans les derniers instants oil elles different peu de la tempera¬ 
ture moyenne, on observerait que la difference entre la temperature 
d’une masse quelconque et cette temperature moyenne decroit conti- 
nuellement comme les puissances successives de la meme fraction; et, 
en comparant entre elles les temperatures des differentes masses 
prises pour un meme instant, on verrait que ces differences entre les 
temperatures actuelles et la temperature moyenne sont proportion- 
nelles aux differences des sinus consecutifs, la demi-circonference 
etant divisee en un nombre n de parties egales. 


258. 


Si l’on suppose que les masses qui se communiquent la chaleur sont 
cn nombre infini, on trouve pour fare u une valeur infiniment petite; 
alors les differences des sinus consecutifs, prises dans le cercle, sont 
proportionnellesaux cosinus des arcs correspondants; car on a 


sin mu — sin (m — t) a 
sin u 


cos mu 


lorsque fare u est infiniment petit. Dans ce cas, les quantites dont les 
temperatures, prises au meme instant, different de la temperature 
moyenne a laquelle elles doivent toutes parvenir sont proportion- 
nelles aux cosinus qui correspondent aux differents points de la cir- 
conference divisee en une infinite de parties egales. Si les masses qui 
se transmettent la chaleur sont situees a distances egales les unes des 
autres siir le perimetre de la demi-circonference tt, le cosinus de fare 
a f extremite duquel une masse quelconque est placee est la mesure de 
la quantite dont la temperature de cette masse differe encore de la 
temperature moyenne. Ainsi le corps place au milieu de tous les 
autres est celui qui parvientle plus promptement a cette temperature 
moyenne; ceux qui se trouvent situes d’un meme cote dti milieu out 
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tous une temperature excedante, et qui surpasse d autant plus la tem¬ 
perature moyenne qu’ils sont plus eloignes du milieu; les corps qui 
sont places de l’autre cote ont tous une temperature moindre que la 
temperature moyenne, et ils s’en ecartent autant que ceux du cote 
oppose, mais dans un sens contraire. Enfin ces differences, soit posi¬ 
tives, soit negatives, decroissent toutes en meme temps et proporlion- 
nellement aux puissances successives de la meme fraction, en sorte 
qu’ellcs ne cessent pas d’etre representees au meme instant par les 
valeurs des cosinus d’une meme demi-circonferencc. Telle est, en 
general et si Ton en cxcepte les cas singulars, la loi a laqucllc sont 
assujetties les dernieres temperatures. L’etat initial du sysleme ne 
change point ces resultats. 

■Nous allons presenteinent traitor une troisieme question du menu' 
genre que les precedentes, et dont la solution nous fournira plusieurs 
remarques utiles. 

259. 

On suppose un nombre n de masses prismatiques egales, placees ii 
des distances egales sur la circonference d’un cercle. Tous ces corps, 
qui jouissent d’une conducibilite parfaite, ont actuellcmcnt des tempe¬ 
ratures connues, differentes pour chacun d’eux; ils ne laisscnt eehapper 
a leur surface aucune partie de la chaleur qu’ils contiennent. line 
tranche infiniment mince sesepare de la premiere masse pour se reunir 
a la seconde, qui est placee vers la droitc; dans le meme temps, une 
tranche parallele se separe de la seconde masse, en se portanl de gauche 
a droite, et se joint a la troisieme: il en est do meme de toutes les 
autres masses, de chacune desquelles une tranche infiniment mince se 
separe au meme instant et se joint a la masse suivante. Enfin, les 
memes tranches reviennent immediatement apres et sc reunissent aux 
corps dont elles avaient ete detachees. On suppose que la chaleur se 
propage entre les masses au moyen de ces mouvemonts alternalifs, qui 
s’accomplissent deux fois pendant chaque instant d’une egale duree; 
il s agit de trouver suivant quelle loi les temperatures varienl; e’est- 
a-dire que, les valeurs initiales des temperatures etant donnees, il faut 
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eonnaitre, apres un temps quelconque, la nouvelle temperature cle 
chacune des masses. 

On designera par« ( , a 2 , a 3 , ..., a it a n les temperatures ini- 

tiales dont les valeurs sont arbitraires, et par a,, a 2 , a.,. a. h ..a„ 

les valeurs do ces memes temperatures apres le temps ecoule t. II est 
visible quc chacune des quantites a est une fonction du temps t et de 
toutes les valeurs initiales a t , a,, a n , a n : ce sont ces fonctions 
qu’il s’agit de determiner. 

260 . 

On represented par co la masse infiniment petite de la tranche qui 
se porte d’un corps a l’autre. On remarquera en premier lieu que, 
lorsque les tranches ont ete separees des masses dont elles faisaient 
partie et mises respcctivement en contact avec les masses placees vers 
la droite, les quantites de chaleur contenues dans les diflerents corps 
sont 

(m — o)) a, roa„, 

(in — o)) a 2 -h coa l5 


(rn — go ) a n -h w a n __ x ; 

en divisant chacune de ces quantites de clialcm* par la masse m 9 on 
aura, pour les nouvclles valeurs des temperatures, 

0 ) , x 

Oil + — (a,* — a i)> 

(,) 

a _j-(sc, — a.,), 

m 

. > 

0) . N 

a . - (a/. a z ), , 


a ;i -+• — (ct/i-i a . n ); 

e’est-a-dire que, pour trouver le nouvel 6tat de la temperature apres le 






270 THEORIE DE LA CHALEUR. 

premier contact, il faut ajouter a lavaleur qu’elle avail auparavant lo 

produit de~ par l’exces de la temperature du corps dont la tranche 

s’est separee sur celle du corps auquel elle s’est jointe. On trouvera, 
par la meme regie, que les temperatures, apres le second contact, sonl 

a l *+• ~ ( a « — a l ) “ (^2 &1 )> 

cc 2 H- (cCj[ — cc 2 ) H— — (#3— ^2)? 


6 > , N 03 . x 

a i ■+■ — W-1 — «i‘) 4 - - (a/H-1 — a,*), 


, 03 . 0) . . 

■+" “ ( a «-i a /i) 4- ~ (<*i — a /4 ). 

Le temps etant divise en instants egaux, on designera par </<{ la durdo 
de cet instant et, si 1’on suppose que to soit contenu dans un nombre K 
d’unites de masse autant de fois que dt est contenu dans I’unitd do 

temps, on aura co = K dt. En appelant da,, da. x , da n , ..da. . da n 

les accroissements inliniment petits que re^oivent pendant l’instant dl 
les temperatures a,, a,, ..., a,-, ..., a n , on aura les equations diHeron- 
tielles suivantes : 

K 

dec, — ^ n ^ a 1 ), 

K 

rfa s = — dt(a. { - 2a,4- a 3 ). 


, K , , 

da ‘— ~ ^(“/-1 — 2 «/ -+- «,- + ,), 


2 d„-i+ a„), 

K 

da ' 1 ~m dt ( a n-l — 2 OC n 


■+• «i)- 
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261 . 

Pour resoudre ces equations, on supposeraen premier lieu, suivanl 
la methode connue, 

= bi e ht , 

* * *.? 

oLi = bie hl , 

.* • * * 7 

«« = b a e'“. 

Les quantites b ,, b 2 , b t . ..., b n sont des constantes indeterminees, 
ainsi que l’exposant h. II est facile de voir que ces valeurs de a,, a*, 
a 3 , ..., a n satisfont aux equations differentielles, si l’on a les condi¬ 
tions suivantes : 


bih 


K 


(hi- 


• 2 l)i+x ), 


Soil 


bn — \h — ^ (^/i —2‘ 2 l) — j b n ) y 

bn b = ^ (6„_ 1 — a -+- A,). 


7 


/iAH 

X J 


on aura, en commengant par la dernierc equation, 

bi — b n (q + 2) — 
b t = b, (<7 -+- a) — ft,,, 


bi^bi-i (//•+• a) —A/_ s , 


— &«-l ( 7 + 2 ) — bii — z ( 1 )• 

(i) On peut presenter d’une man id re moins synthdtique leraisonnement par lcquol Fou¬ 
rier obtient les diffdrentes solutions de co systkme. Substituons & g la variable u ddfinie 
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II cii resulte que Ton peut prendre pour b ,, b a , b 3 .•• •> 

Iesn sinus consecutifs que 1’on obtient en divisant la circonfcrencc cn- 
tiere 27 : en un nombre n de parties egales. En effet, en appelant u 

Pare 2 les quantites 

sinow, sin 1 u, sin2«, • sin(«—-i) M » 

qui sent en nombre n, appartiennent, comme on 1c sait, a urn* sorie 
recurrente dont Pechelle de relation a deux termes, savoir acosw <»t 
— 1 , en sorte que l’on a toujours la condition 

siruw = 2 cos a sin O' — i) a — sin (l — 2) a. 

On prendra done pour b { , b 2 , b i9 b h b n les quantiles 

sinou, sini«, sin2w, sin(/i—i)"» 


par la relation 


q 4- 2 = 2 cos u ; 

il sera toujours possible de trouver deux constantes A cl B, Lelies quo Ton ait 

b { = Acoso w -h B sino u = A, 
b-2 = A cos 1 u -4- B sin 1 u ; 

alors les equations precedentes, employees & partir de la troisieme, nous donnoronl 
/; 3 =Acos 2« -HBsinaM, 


hi = A cos (i — 1) 11 -b B sin (/ — t) it , 


b n = Acos(/i — 1)11 4- B sin(// — 1 )u. 
Les deux premieres equations nous donneraient ensuito 

bi—kcosnu h- B sin/ia, 
h 2 = A cos (n -+- 1 )u B sinO -i- i)n. 


En egalant les deux expressions differentes auxquelles on ost ainsi conduit pour h x vi 
pour on trouve 


. nu T . m 
dii — Asm — 
2 L 2 

. nu r. .11 
un — A sin - 

2 L 


nu 

2 

4-2 


B cos - 


u — B cos - 


]- 


-4- 2 'I 

—— a 

a J 


Comme les constantes A et B ne sont pas nulles simultandment, on reconnaitra aisc^monl 
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et l’on aura ensuite 
ou 


7 + 2=12 COS U 

—2sinV«, bi~s\niu. 


On a mis precedemment ia lettre q au lieu de ~ > en sorte que la valeur 


sK • 


K 


de h est — ^sinV^; en substituant dans les equations ces valours de 
bi et de h, on aura 


ct L = sino^z e 
a.) = sin i u e 


„ K , . 27C 

• 2 — t sin V — 


oc> ==. sin 2u e 


- 2 — * sin V “ 


a n = sin(/i — i)u e ~ m n . 

quo ces deux Equations ne pouvont dtre vdrifiees quo si Ton a 

. nu . tv 

sm — =o, a — i — ? 
x n 

i ddsignant un nombro ontior. A chaque valeur de u correspondent uno infinite de systdmes 
do valeurs pour b u b 2 , • • b tl qui sont donndspar les formules 

b v = A cos o u h- B sino«, 
b 2 = A cos i u h- B sin r 


bn ~ AcosO — i)*M- B sinO — i)a , 

ou A et B sont deux constants arbitrages. C’osl le rdsultat de Fourier. 

Pour co qui concerno le nombre des systhmes distincts que l’on obtient ainsi, il est ais 6 
do voir quo, si n est impair et 6 gal a x X i, la valeur o de l donno un systeme de so¬ 
lutions pour b u b ti .... bn] los valours i, 2, 3 , ..., X de i donnent chacune deux syst&mes 
do solutions; quant aux valeurs do i supdrieuros a X, elles doivent etre ndgligdes, car on 
pent toujours, sans altdrer uno solution, changer i on n— L II y a done en tout 

•x X H- i = n 

systemes distincts, lindairemont inddpondants, de solutions particulieres. 

Dans le cas oh n est pair, les valeurs o, — de i donnent chacune une solution; les valeurs 

, 2 J 1 — i en donnent chacune deux ; ce qui fait encore n systemes distincts de solu- 

’ ’ ’ ’ » /■, rv 
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Cesdernieres equations ne fournissent qu’une solution tres particu- 
liere de la question proposee : car, si Ton suppose t — o, on aura pour 
les valeurs initiales de a,, a 2 , a 3 , ..a„ les quantites sinou, sin i u, 
sin iu, ..., sin(n — j)k qui, en general, different des valeurs donnees 
a,, a 3 , a 3 , ..., a„; maisla solution precedente merite d’etre remarquee 
parcequ’elle exprime, comme on le verraparla suite, une circonstance 
qui appartient a tous les cas possibles, et represente les derniercs va¬ 
riations des temperatures. On voit par cette solution quo, si les tem¬ 
peratures initiales a,, a 3 , a 3 ,..., a n etaient proportionnclles aux sinus 

2 T. ■ . 2 7i . 2 TV . 2 K 

sino—, sini—> sina —, sin (n —i)—-, 

n n n n 

elles demeureraient continuellement proportionnclles a ees memos 
sinus et Ton aurait les equations 

a. i = a l e' li , a 2 =a,e /l ‘, «„ = a n e'“, 

. _ R- • \r 2 T 

n = — 2 — sin V- 

m n 

C’est pourquoi, si les masses qui sont placees a distances egales sur 
la circonference du cercle avaient des temperatures initiales propor- 
tionnelles aux perpendiculaires abaissees sur le diametre qui passe 
par le premier point, les temperatures varieraient avec le temps en 
demeurant proportionnelles a ces perpendiculaires et ces temperatures 
diminueraient toutes a la fois comme les termes d’unc memo progres- 

sion geometrique dont la raison est la fraction e' . 

263 . 

Pour former la solution generale, on remarquera en premier lieu quo 
Ion pourrait prendre pour b { , i> 2 , b 3 , ..., b n les n cosinus corrcspon- 
dants aux points de division do la circonference partagee en un 
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nonibre n de parties egales. Ces quantites 

cosow, cos i w, cos 2 w, ..., cos (n — i)w, 

dans lesquclles u designe i’arc forment aussi uno serie recurrent: 
dent l’echellc de relation a les deux termes 2C0sw et — i; e’est pour- 
quoi Ton pourrait prendre, pour satisfaire aux equations differen- 
tielles, les equations suivantes : 

— 2 — t sin V it 

a, = cos owe “ , 

— 2 — / slit V // 

a 2 = cosine m , 

— 2 ~ t sia V // 

a 3 — cosvtu e m , 

.. 

-- 2 — / sin V n 

a n — eos(n — i )it e ,n 

[ndependamment des deux solutions prceedentes, on pourrait clioi- 
sir, pour les valeurs de b { , b 2 , b :l , .... b n , les quantiles 

sino.aw, sinr.aw, sina.aw, .... sin(/< —i)aw 
ou celles-ei 

coso.aw, cos i. a w, cos a .aw, ..., cos (w — i)aw. 

En ed'et, ehacunc do ees series est recurrento etformeede n termes; 
1 ’echellc dc relation a les deux termes acos2« et — r; et, si 1 ’on con- 
tiniKiitla serie au dela de n termes, on en trouverait n autres qui 
seraient respectivement egaux aux n precedents. En general, si I’on 
designe parw,, m„, les areso-^-, i > •••» (n — i) on pourra 

prendre, pour les valeurs de b { , b.,, b s , ..., b,„ les n quantites 
sino i/i, siniw,-, sin a w,-, ..., sin (w —0 «/ 

ou celles-ei 

cosow/, cosr i/t, cosaw,, ..., cos(w— 0 w,; 
la valour de h correspondante a ehacunc de ces series est donnec par 
l’equalion 

. K . v 

h —— a — sm V 
in 
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On peut donner n valeurs differentes a i, depuis i = i jusqa a / ~ - ft 
En substituant ces valeurs de b K , b. 2 , b 3 , ..., b n dans lcs equations d< 
Particle 261, on aura, pour satisfaire aux equations difierentielles <lc 
Particle 260, les resulfals suivants : 


— 2 — f sin V iti 

jcj — sinou^e m 

— 2 — t sin V ui 

z> = sin tute m 

— 2 — t sill V Hi 

—sin 2 u ( e m 


on 


~ 2 — t sin V u t 
=. cosoiii e m 

2 ~ t Hlu V ti, 
a, rz: COS I Ui C m 

— a (ttiu v tff 
a a = cos 2 ui e m , 


— 2—fsinV/q 

a,i=rrsin(/i — i)iiie m 


— a / *in v », 

oc n = cos (n — i)tij e 


264. 

On satisferait egalement aux equations de Particle 260 en eoinpo- 
sant les valeurs de chacune des variables a,,, a 2 , ..a„ de la smniiic 
de plusieurs valeurs particulieres quo. l’on aurait trouve.es pour eette 
meme variable, et Ton pout aussi multiplier par dos coefficients con¬ 
stants quelconques chacun des termes qui entrant dans la valent* prone- 
tale d’une des variables. 11 suit de la qu’en designant par A,, B,, A a . 
B a , A 3 >B 3 ,..., A b , B„ des coefficients quelconques, on pourra prendre, 
pour exprimer la valeur generate d’une des variables, par exemple de 
a mH , l’equation 

«/n+ 1 — (A 4 sinm^ 1 *! cos m.u l )e m 
+ (A 2 sinmtt 2 + B 2 cosmi/ 2 )e m 


K 

, / i • _ n x — 2 - l *in V //„ 

-t-(A n sinTO«„-t-B„cosm;/ 71 )e 

Les quantites A„ A„ A„ ..., A n ; B,, B 2 , B s .B n qui entrent 

dans cette equation sont arbitraires, et les arcs u 2 , u 3 , ..., u„ soul 
donnes par ies equations 




27T 


27T 

-1 —, 

n 


2 TT 

U% — 2-3 

ri 


U„ = (« — t) 


•ATT 

n 
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Les valeurs generales des variables a,, a 2 , a 3 , cl }1 sont done expri- 
mees par les equations suivantes : 

(Ai sinewy -+- coso^)*?’* 2 ” l 1 

-+- (A 2 sino« 2 +■ B -2 coso u 2 )e m 
4- (A 3 sino« 3 -+- B 3 coso£/, 3 )<T“ 18m ^" 3 

+..., 

, . . •w-’v — 2 — t sinV it. 

a, 2 = (A! sm i iii -1- Bi cos i u { )e m 

/k , — 2 — if sinV ir* 

-I- (A 2 sm i u 2 h- B 2 cos i a. 2 )e m 

/ » • TTW . — 2 — t sin V tf s 

-+- (A s sin i u 3 -i— B a cos i u z )e 

■+■. > 

z * . , —2 ~ t sinV u, 

a z — (Ai 81112//.! -|- T^cos 2Ui)e m 

, , i . n — 2 — / sinVf/i 

•4- (A 2 sin 2«2 h- J >2 cos 2 // 2 )e m 

, . . _ 2 — t sin V if s 

H- ( A 3 Sill 3 ft 3 + B 3 COS2 l/ 3 )(! 

-+-.. 


a n ~ [A, sin(ft — i)w, H- Bi cos (ft — r) «,]e 
-t- [ A s sin (ft — i) «j -+- Bj cos (n — i) « 2 ]e 
-+- [A, sin(« —1 )// 3 -+- B 3 cos(n — i) ft 3 ]e 


265 . 

Si l’on suppose le temps nul, les valeurs a,, a 2 , a„ doivent se 
eonfondre avec les valeurs initiales a K , a ± , a„. On tire de la un 

nombre n d’dquations qui doivent servir a determiner les coefficients 
A,, B,, A a , B 2 , A„, B*. On reconnaitra facilement que le nombre 

des inconnues est toujours 6gal a celui des equations. En etfet, le 
nombre des termes qui entrant dans la valeur de chacune des va¬ 
riables depend du nombre des quantites differentes sinVw ( , sinV« 2 , 








TiiKoHiK in-; i.i ' n v i i.i n. 


278 

s jn\« . <jit'mi (mine m ilni-ant la nn i»ulri<• it« «- > i-u mi 

iiomlnr // tit* iiat l ii’n c^alc-'. I lr I<‘ m^iuIm’i 1 ii*' s , j i ia ii I i f < ■ s Hi \ n . 

* h 

s j|l \ I ’' , sin \ *» 1 ‘ • *' s i I If*a f I *'«* 11 |i HcMiiihr tplt n , M i «Mt ttr t’nfttsif v 

n ft 1 

<|U<* miles qui suit! ihllrmitfN. Kit tlrM^ii.ni! ti««inlti •* p.tr a i 
s’il rs{ impair, <•! par * i s’il i^f pair, i ? *I**m im i .« lunpmis !»• 11«»m 1 
ilirs .sintm \t‘rs**s m h’ini asili*• •'Hi*', l»u Mpn*. *l.i?is la Miilr <lrs 

qmmlif <*s 

Hiii \ .« » *111 \ j ■ si.i \ * 


utt par\ m 

ittlr.t a 

till si Jilts \ rt SIM MU \ / * « 4 Mii 

n 

a I’llII «i* 

' ■ pi rt rtlmt s 

siit \ / 

n 

* lus l 

Im it \ «l*'s i* < { 11 *i 11 n ? i '* ipn ^ 

t * 111 1 ; ‘ ! M i 1 i 

nil i i- iiii'iiit* 

sititis \n^ 

a* It’rlt 

Im itM i**ii 1 ijiMiii i j 11 , i* . * 1 * u\ , 

if * ■ * 1 I/ll 1 

1 I Ml S N I'f ii 5 


1112i aiimut ir ftiriiif 1 Mill! s wim* ail t *ut f ,<u >i I* in* 5 u>' * ** 'mu , » I |< 
niiiiih nr iliUVrii'iiiil t j itpar In m^jh' II *• *4 .u -< *i* * *u i * j h < * « *. .h * % 

I/, V\ l#| «JIII mil l*‘ 1111 * 1111 * Mints irfsr huh I U 1 *pu I* * •< mut . '!’ si ii III I! S 

| i Ji!«* <| !|f # t »*« ili«{ tl t* lif* l ! 4 v^a\ .Hi * 'i'^Uh 4 U III! Ilir luult ip!*' «|* u , 

ft <| Hi* It* iTltli 22 ! IS 1 i ! p h «j!li !. niujur * 1 * I! in H‘lli i » i j t j • p.t! 

sl^iir flu stuns tin 11 2 11 i 11 pi * * ili' u 11 uni ' i *p u I a . j h mi ii anil 
HI till srlll Iim ilni\ Irnin* ■ < Mfi >puiiil.jii i *|» li ,< mm* 4* * .pi i funn, 
Irs i|rtl\ llitlrtiiliiliirr s \ it \ * pu * * nil* nl 4 1* . * jiijlmir. ^* 11 1 

ITIII Jilarrrs par Hitr srtllr nnlrlri iijuh «*, ♦ u'» i \ I On.uil .mi \ 

Ifttlrtrilftitirr s ft, ii I! 4 , ii 1* • ’ h4 .hi - •., i < tu j*! .n * < j u nm n nl* , 

ijlll i»h| \\ 4 * IP ; 1 1 t u I mil* «ju l« HMuSm | i 1 ». j -j.i’i < * -I 

i*y;al, tl.tlis lulls |**% i ( n, an tuuiilur I'jualmar * §§ P ^ • */Ju t J# - 

Irrilirs t*s| ftiiijniii's i 1 i ; i! I.nil i * j iu 1 \u !i !* i *., < \ 4 | M 

rail tlVIIi 1 'IllS’lli** itlils lull * 1 *' '• |HT!l|ii'l <> !* I III* pw ^ i J S i ] 1 i 5 IJ S ? 1 1 4 |»1 H 

It* Ml || II % iTilli ar» till!, U pSil'i, inf *#ij Hr |r HuHiltf. u « 4 p .U i , ll -« 

lr«nili% a la fill ill* I ii.ujlli **ip! itlnJl, mi I* I fill J u I ' 1 < «p j -< ,i am >h *■. Uj J* 

loriIlilli*f*H ilfsji.ir.nl * im nl a ilVUr mrfii r» p U** »| f . ^ 14 v In a 11 ■ p] 1 » an 

hi nim utili muss 1 ** iinmlirr sirs m* untidy* ipu » uU* .4 «!.- 1 * I * *pi * 

fiiiiii fit i?gal a s i * i i Itir^jiff I* imiulu- ^ * a j«I .i 



CHAPITRE IV. - ARMILLE. 


279 


2 ( 1 "-+- r) — 1 lorsque le nombre est impair; par consequent, le nombre 
ties inconnues est, dans tous les cas, le meme que le nombre des 
equations. 

266 . 

L’analyse precedente nous fournit, pour exprimer les valeurs gene- 
rales des temperatures a,, a,, a 3 , ..., a„, les equations 


U 27T _ 3Tt\ —sEfsinVO — 

. sino.o- 1 -BiCoso.o —)e m '* 

a n J 

I . . 2 7T n 27r\-2^ — 

-t* A» sino. i-f~B,coso.i—■ )e " 

n “ n J 

„ K , . v . 2 7T 
— 2 — / sin \ 2 — 

e M n 


2Tl 


A t sin t .0-hBi cos 1.0 


2Ti:\ — 2—/sin VO ~ 


/ . 2 7T 2 7 T\~ 

+ A,smi.i-h 15.>cos 1 . i )e 

' " n " n J 

27Z 2 TT \ — 2 — / sin V 2 - ^ 

A 3 sin -hl) 3 cos i. 2 — ) e 

/i /i 


(F) \ 


2 71 


A t sin2-0-h BiCOS'i.o — e 


2 TT \ ~2™/sinV0~ 


n 


n 


Iv , f , 2TC 
— 2 — / sill V 1 — 

e m " 

‘If 2 71 \ — 2 - / si n V 2 ~ 

-f* A 3 sin 2 . 2 —- •+■ B 3 C 0 S 2.2 — ) e ni n 
1 n n J 


\ 


r - » K •: 

2 7T 2 71 —■ 2 —> / sin V 0 - 

x n = A 1 sin(/i — i)o— 4 -B 4 cos(/i — i)o — e m 


[ 07 r 2 TT 1 — 2 — /sfnVi-— 

A,sin(n — i)i -f + B,cos</»-i) i -j~ \e m 

[ o-TT 2 7r"l —2E/sinV2 — 

A,sin(» —i)a^+B,cos<«-i)2^- U "* 


Pour former ces equations, il faut continuer dans chacune la suite des 
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268. 

Dans ces equations, dont le nombre est n, les quantites inconnues 
sont A,, B,, A 2 , B,, A„ B,, il s agit d’effectuer les eliminations el 
do Irouver les valeurs dc ces indeterminees. On remarquera d’abord 
quc la memo indeterminec a un multiplicateur different dans chaque 
equation, et que la suite dc ces multiplicateurs compose une serie 
recurrentc. En effet, cette suite est cello des sinus croissants en pro¬ 
gression arithmetique, ou celle des cosinus des memes arcs; elle pent 
etre represented par 


sinoM, sin i u, 

sin 2u, .. 

sin(/i — i)u, 

on par 



COSOW, COS I u, 

cos 2 a, 

. ., COS (n — i ) z/. 

l/arc u est egal a i — si 1 

D n 

’indeterminee dont il s’agit est A /+ , ou 


Cola pose, pour determiner l’inconnue A /+1 au inoyen des equa¬ 
tions prccedentes, il faut comparer a la suite des equations la serie des 
nmltiplicateurs sino«, siniw, sinaw, sin3«, ..., sin(n — i )u et multi¬ 
plier chaque equation par le tcrmc correspondant de la serie. Si Don 
proud la soinmc des equations ainsi multipliees, on elimincra toutes 
les inconnues, excepte celle qu’il s’agit de determiner. Il en sera de 
memo si Ton veut trouver la valeur dc B, H t ; il faudra multiplier chaque 
equation par le multiplicateur de B, + , dans cette memo equation, et 
prendre ensuito la somme dc toutes les equations. Il s’agit de demon- 
trer qu’en operant de cette maniere on fera disparaitre en effet des 
equations toutes les inconnues, excepte une seule. Pour cela, il suffit 
de faire voir : 

i° Que, si Ton multiplie termc ii terme les deux suites 

si no u, sin i u, sinaw, .... sin(/i — i)u, 
sinor, sin i e, sinar, . • •, sin(n — i)<’, 

la somme des produits 

sin on sinoc 4- sin i u sin i r -+- sin a ti sinar sin(/i — i) u sin(/i — i) v 

v 36 
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sera nulle, excepte lorsque les arcs u et v seront lcs memos, cliacun do 
cos arcs etant d’ailleurs suppose un multiple d’une partie de la oirron- 

ferenee egale a —; 

2 ° Que, si l’on multiplie terme a termc les deux series 

COS OH, COS I U, COS 2 11, cos (as -- l) II, 

COSO COS I COS2 (>, .... COS (/l— l)r, 

la somme des produits sera nulle, excepte le eas oil a est egal a e; 

3° Que, si 1’on multiplie terme a terme les deux suites 

sino«, sin i it, sinai/, sin(« - j ) // , 

COSO cos i c, cos 2 c, cos(«— i)r, 

la somme des produits sera toujours nulle. 


On designera par q l’arc ^, par [j.q Fare a, et par vq Fare, e, p el v 
etant des nombres entiers positifs moindros que a. Le produit de deux 
termes correspondants des deux premieres series sera represente par 

siny siny vy 

OU 

^ cosy (p. — 'i)q — cosy (p. v) q. 


la lettre/ designant un terme quelconque de la suite o, r, •_>. 

n — x. Or il est facile de prouver que, si Foil donne a / ses 
n valeurs successives depuis o jusqu’a n — i, la somme 

-coso(p-y)yH-Icosi(p-v)^ + icosa( f *_v) 7 4.... H . A cos( „ l){fx v)y 

aura une valeur nulle, et qu’il en sera de memo de la suite 


1 I 

-COSO(fl. + 'j)y-)-COS I ( fj. + v)(7 H-COS2 (a -+- u 1 n _u i 1 / 

2 1 2 2 S>2( '^ + V )'7 +•• •-+- ~COS(« —I) (jn f v) ,,_ 
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En efl'ct, cn representant par a l’arc (u. — v)y, qui est un multiple de 
> on aura la suite recurrente 

COSO a, cos I a, cossa, cos(/z—i)a, 

donl. la soramc est nulle. Pour le faire voir, on representera cette 
somme par S et, les deux tcrmcs de l’echelle de relation etant 2 cosa 
et — 1 , on multiplicra successivement les deux membres de 1’equation 

S — cosoa -+- cos 1 a -4- cos2a + .. .-1- cos(/i — i)a 

par i, — 2 cos a et par -hi; puis, ajoutant les trois equations, 011 con- 
nailra que les termcs intcrmediaircs se detruisent d’eux-memes d’apres 
la nature de la seric recurrente. Si Ton remarque maintenant que, nx 
elant un multiple do la circonference entiere, les quantites 

cos (n — i)a, cos (/i — 2) a, cos (n — 3 ) a, ... 

sont respectivcmenl. les memos que cellos que l’on designerait par 
cos (— a), cos (—2 a), cos (— 3 a), ..., 

on on eonclura 

2 S — 2 S cos a = o; 

ainsi la somme chcrchee S doit en general etre nulle ('). 

On trouvera de memo que la somme des termes dus au developpe- 
ment de ^cosy'(p. -+-v)q est nulle. II fautexcepter le cas oil l’arc repre¬ 
sents par a serait nul; on aurait alors 

i — cosa = o; 

n’est-a-diro que les arcs u et v seraient les memes. Dans ce cas, le 
terme ^cos/(p. -I- v)y donnc encore un developpement dont la somme 


( 1 ) Do !’identity 

cosia — 2 COsacos(i — i)a h- cos(^ — a)oc = 0 , 
applicable & toutos los valours de L on ddcluit g6n6ralement 

n ~ 1 



COS 2 oc 


— 2 cos a cos( 2 — i)a -+- cos (z — a)a] = 


0 


0 
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est nulle; mais la quantite ^ cosy'(p. — v)r/ fournit des formes egaux 
dont cliacun a pour valeur done la somino des produils loniic a terme 
des deux premieres series est ^ n. 

On trouvera de la meme manierc la valour do la somino dos produils 
terme a terme des deux secondes scries, on 2 cosy pu/ eos/vr/: eu eflel, 
on substituera a 

eosy/joy cosy v«y 

la quantite 

l cosy ( p. - v) q -i- cosy (fx -i- v) y 


of 1’on en conclura, comme dans le eas precedent, quo 


^ COSy"(ft-(-v)c/ 


(‘S 


t toujours nulle, et que 


^^cosy'tfx-y),/ 

est nulle, excepte le cas oil p. = v. II suit de la (juts la soinme des pnt- 
duits terme a terme des deux secondcs series, mi 

2 cosy>y cosy'v 7 , 

est toujours nulle lorsquc les arcs a etc sent dillerenls, ot e^tlo a 


Oil 

(a) 


n -1 


Zj costa —2C0Sa^C0s(i— I )a -l-^ rort(< — ■» 

0 o n 

Dans Ic cas iraite par Fourier, n?. ost im multiple do ur el !’ (m a, par couM-.pi.u.i 

n — l 

—^cos(t— I)a = cos(// — I )* Cimi—at 

0 

n — l 

2co8(*-i)«-2e 0 s(i- a )« = cos(/i—jt;*-coH( *», „ 

0 0 

par leur valeur commune ^m trouvo bicn U ° n ^ 90 ' U d ° nC 6galo!,et ’ ,,n l, " < r«mipla«;.„H 


n — l 

^ COS i a 
o 

n - l 


I % IK 


iS(i — cos a) = 0 . 


<*. II. 
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~n lorsque u — v. II ne faut plus que distinguer les cas ou les arcs ay 
et, vy sont tous les deux nuls; alors on a zero pour la valeur de 

w silly [J.q silly v q, 

qui designe la somme des deux produits terme a terme des deux pre¬ 
mieres series. II n’en est pas de meme de la somme 

^ cosy/ay cosy v <7, 

prise dans Ic cas oil p.y et vq sont nuls; cette somme des produits 
terme a terme des deux secondes series est evidemmenf egale a />. 
Quant a la somme 

2 cosy fiq sin / vq, 

elle est nulle dans tous les cas, ce qu’il est facile de reconnaitre par 
l’analyse precedentc. 

270. 

La comparaison de ces series fournit done, les consequences sui- 
vanles. Si Ton parlagc la eirconference 27 c en un nombre n de parties 
ugalos, que Ton prenne un arcu compose d’un nombre entier a de ces 
parties, et quo Ton marque les extremites des arcs u, 2 u, 3 u, l^u, 

(n — \)u, il resultc des proprietes connues des quantites trigonome- 
Iriques que les quantites 

siiioi/, simw, sin:>.w, ..., sin(/i— 1 ) 11 , 

ou celles-ci 

coso«, cos 1 n, cos 2 u, ..., cos(n — 1 )« 

forincnt une serie recurrentc periodique, composee de n termes; si 
1 ’on compare une de ces deux series, correspondante a un arc u ou p. — > 
a une serie correspondante a un autre arc v ou v ^ et qu’on multiplie 

terme a terme les deux series comparees, la somme des produits sera 
nulle lorsque les arcs u et v seront diflerents. Si les arcs u et v sont 
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egaux, lasomme des produits cst egale a lorsque Ton compare deux 
Jriesde sinus, ou lorsque l’on compare deux series do cosinus; mais 
eetfe somme est nulle, si Ton compare une serie de sinus a uuc serie 
do cosinus. Si l’om suppose nuls les arcs u et v, il est manilcstc quo la 
somme des produits terme a terme est nulle loules les lois que 1 une 
,les deux series est formee de sinus ct lorsqu’clles le sent Louies les 
deux; mais la somme des produits est n si les deux series eon.posees 
sontformees de cosinus. En general, la somme des produits terme a 
terme est egaleao, ou \n, ou n; au restc, les formulaseonuues condui- 
raient directement aux memos resultats. On les presenU* iei eomme 
des consequences evidentes des theoremes elementaires de la Trigono¬ 


metric. 


c\n 


11 est aise d’efiectuer au moyen de ces reinarqtics I'climination des 
inconnues dans les equations prec6dentes. L’indeterminee A, dispa- 
rait d’elle-meme comme ayant des coefficients mils; pour Irouver It,, 
on multiplier les deux membres de chaquo equation [>ar le eoenieient 
de B, dans cette meme equation et l’on ajoutera loules les equations 
ainsi multipliees; on trouvera 

a l + a 2 + a 3 +... 4 - a n -= n [J,. 


Pour determiner A a , on multipliera les deux incmbre.s de ehaijue 
equation par le coefficient de A 2 dans cettc equation et, en designant 
1 are — par q, on aura, apres avoir ajoute les equations, 

sino^-H a 2 sin i q -+- a 3 sin 2 <7 4-...+ a n sin (n — i)q : ' n K t . 

On aura pareillement, pour determiner B 2 , 

«, coso? -+- a 2 cos I q 4- a 3 cos2 q -+-... + a n cos (« — 1) q 1 n H a . 

En general, on trouvera chaque indeterminee en multipliant les 
deux membres de chaque equation par le coefficient de rimJetermineo 
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dans cette meme equation et en ajoutant Ies produits. On'parv 
ainsi aux resultats suivants : 


parvient 


/iBj = 


H- Cl 2 


. Cli 


n n i-« 3 sin 2 . i — + >cr,sm(f —m j_l- 

It 


1 2 7T 

- n 1J 2 = a i coso. i-i- 

2 /i 


37 r 0 

COS I . I-h COS 2.1—4- 

11 II 


^«A 9 = rt, sino.a —sim.a —+ si 

?/ - n ’ * 


it 

2TC 


■ = V«,-cos(V— i) i li: 

// 

sin a. 9. ^ +... =]£«, sin (/-,)* H 

- «B, = fl, COSO. 2 —^ +- fl* COS I .2 H +. aj C0S2.2 ™ +. . . =\ a , COS ( , _ ,) , if 

a z sill3. 3 — 4~.. .mV^-sin^' — j)3 — 

It 

— \, a £Cos(i — i)3 — 

JnA n 


7; nk k z=za l sino.3 — 4 - a 2 sin i.3 
2 // n 


- “1*4 = *1 COSO. 3 — 4 - a* cos i. 3 — 4 - a, cos 2 .3_b 

n » ‘ « 


27T 


II fa lit, pour trouver Ic developpement indique par le signe don- 
ner a ises n valours successives i, 2 , 3, net prendre la somme; on 
aura en general 

^/iI$y=^ffl t -cos(«' — i) (./ — I) ~. 

Si l’on donne au no mb re cnlier j toutes les valeurs successives r, 2 , 
i, ... qu’il peut avoir, ces deux formules fourniront les equations, et 
si 1’on dcvcloppe le tcrme sous le signe en donnant a i ses n valeurs 
1 , 2 , 3, .. .n, on aura les valeurs des inconnues A,, B,, A 2 , B 2 , A 3 , 
B 3 , ..et los equations ( m ) (art. 267) seront entierement resolues. 


2 «/sin(/—i)(y — 1 ) 


2 7T 


272. 


11 faut maintenant substitucr )es valeurs connues des coefficients 
A I; B,, A 2 ,B 2 , A 3 , B s , ... dans les equations (jx) (art. 266), et Ton 
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trouvera les valeurs suivantes : 

^ ^ — X, s'staVf, -t-N 2 e' sinV '/« 

■ jl , = N„ — [Mi sin j i ^-Ni cos5fi]£ ,sinV, ?> H-[M 2 siny 2 -+- N 2 cos<jr s J s' 8l " v '/* 
3 , = X, - [Mi sin2?, — Ni cos2<'/ 1 ]£' sinV 7< -+• [M, sin2<72-+- N 2 003272! s' a,llVV /= 


i, = N„-|.M I sin(y~i)^ + N I cos(/-i)ji]6 <8 ' nV ?>-i-[M I sm(/- 1)72 •+- N 2 nos U 1)72 ■ . 

a„ = X„-'-[Mism(« — 1)7,-+- N, eos<> —1)71]s'* l[,v '/‘ -+- [M*sin(« --1)72+ N s cos(« i)</ t |£'»">'•/* - . 

Dans ces equations, on a pose 






Ni= ^ ^ a i COS(g — 


Mi — ^ sin (' "" 

O'/n 

N 2 = ~ J^aicosji- 


M 2 r^. ™ ^ ff/ sin (/ - 

<)'/*• 

N,= ~ S«,co S (f- 

0<73, 

M 3 ■= ~ ^ <7/sin(f* 

«)</3. 
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Les equations que Ton vient tie rapporteur renferment la solution 
complete de la question proposee ; ellc est represcnlee par celle eqna¬ 
tion generale 



D T 2«' 8 “<‘«*t/— t2«*(' -•>*~~ 


, f K 


i 



tts 


dans laquelle ll n’entre que des quantites connues, savoir a ,, a., 

a n , qui sontles temperatures initialcs; Kmesure do la condu- 

eibihte, m valeur de la masse, n nombre des masses echaullees, et / lo 
temps-ecoule. 
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II resulte de toute 1 analyse precedente que, si plusieurs corps 
tgaux, en nombre n, sont ranges circulairement, et qu’avant re^u des 
temperatures initiales quelconques, ils viennent a se communique!- 
la chaleur comme on la suppose, la masse de cliaque corps etant 
designee par m, le temps par t, et par K un coefficient constant, la 
temperature variable de chacune des masses, qui doit etre une fonc- 
tion des quantites t, m et K ct de toutes les temperatures initiales, est 
donnee par l’cquation generale (e). II faut d’abord mettre au lieu de / 
le numero qui indique la place du corps dont on veut eonnaitre la tem¬ 
perature, savoir r pour lc premier corps, 2 pour le second, et ainsi 
de suite; ensuitc il restera la lettre i qui entre sous le signe 2; on 
donnera a i scs n valeurs successives 1 , 2 , 3, !\, ..., et Ton prendrala 
somme de tous les termcs. Quant au nombre des termes qui entrcnt 
dans cette equation, il doit yen avoir autant que Ton trouve de sinus 
verses differcnts lorsque la suite des arcs est o —, 1 —, 1—, •••; 

k n n n J 

e’cst-a-dire que, lc nombre n etant egal a 2 X +1 ou a 2 A selon qu’il 
est impair ou pair, le nombre des termes qui entrent dans l’equation 
generale est ton jours X -t- t. 

274. 


Pour donner un exemple de l’application de cette formule, nous 
supposerons que la premiere masse est la seulc que Ton ait d’abord 
eehaulfee, en sortc que les temperatures initiates a,, a 2 , ..., a n soienl 
toutes nulles, cxeepte la premiere. Il est visible que la quantite de 
chaleur contenue dans la premiere masse se distribuera successive- 
incut entre toutes les autres. Or la loi de cette communication de la 
chaleur sera exprimee par l’equation suivante : 


Ii 2 7T 

j >1 2 77 — 2 — i sin VI — 

a 1 - cr, + :: cos(/ — i) i — e m " 

J n n w n 


<2 0,71 " 

4- - a, cos (y — 1)2-^ e 


~S~ 

+ 


2 

n 


rt, cos(y 


-!)3 


0 7T 

n 


-2 

e 


- i sin V 3 


57c 
n 


F. 


37 
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Si la seconde masse etait seule echauffec et quo les temperatures 
a ;l fussent nulles, on aurait 

2 7T . 2 7V 


7 — —dt-T- - a, Tsinty — i) i ~~ sin 1 + cos (/-»)« ™ cos . ' 

J n n L n rt 

-4- £sin(/ 


K 2 T? 

•2 / niti \ 1 


07 r 1 7T % 2 7T 

■ Oa—sina —+cos(y — »)a— cos a 

' n n n 


«/ T* 

2 - / aln V ‘2 - 


-+-• 


et, si 1’on supposaitque toutes les temperatures initiates (assent nulles, 
excepte a , et a 2 , on trouverait pour la valeur de a y - la soimne des va- 
leurs trouvees dans chacune des deux hypotheses precedentes. bn 
general, il est facile de conclure de l’equation generale (e) <le Par¬ 
ticle 273 que, pour trouver la loi suivant laquelle les quantiles ini- 
tiales de cbaleur se repartissent entre les masses, on pent eonsiderer 
separement les cas oil les temperatures initiates seraient nulles, ex¬ 
cepte une seule. On supposera que la quail Lite de ehaleur contenue 
dans une des masses se communique a toutes les autres, on regardant 
ces derni'eres comme affectees de temperatures nulles; el, ayanl fail 
cette hypothese pour chacune des masses en particular, ii raison de la 
ehaleur initiale qu’elle a re<jue, on connaitra quelle: est, apres mi 
temps donne, la temperature de chacun des corps, en ajoulanl toutes 
les temperatures que ce meme corps a du recevoir dans chacune des 
hypotheses precedentes, 

275. 


Si, dans 1 equation generale (t) qui donne la valeur de ocj, on sup¬ 
pose que le temps a une valeur infinie, on trouvera 


en sorte que chacune des masses aura acquis la temperature moyenne, 
resultat qui est evident par lui-meme. 

( A mesure <l ue la valeur du ^mps augmenle, le premier terme 
n2 a ‘' dev,e ht de plus en plus grand par rapport au suivant, ou a la 
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soimne des suivants. II en est de meme da second par rapport aux 
tennes qui le suivent; et, lorsque le temps a acquis une valeur consi¬ 
derable, la valeur de a,- est representee sans erreur sensible par liqua¬ 
tion suivante : 

= 7i 2 \ [ sin ^ V ~ ’) ~ 2 a ‘ sin ( (: - 0 ™ 

+ cos (./ -1) — V a,.cos (i - ,) Hi ' 2 S' si " v ¥ 

H id ji 

Kn designant par a et b les coefficients de sin(/'— 0— et de 

w 1 n 

/ . \ 2 IT . p . -2 - sin V — 

cos(y — i) — i et par o> la fraction e m n , on aura 

a j = ^ 2 c,i + j sin (y — 1 ) + * cos (./ -1) ~ w*. 

Les quantites a et b soul constantes, c’est-ii-dire independantes du 
lemps et de la lettrc j qui indique le rang de la masse doat. la tempe¬ 
rature variable est a y -; ces quantiles sont les memes pour toutes les 
masses. La dillercnce de la temperature variable ccj a la temperature 
finale - ^ a £ decroit done, pour chacune des masses, proportionnelle- 
nient aux puissances successivcs de 4a fraction w. Chacun des corps 
lend, de plus en plus, a acquerir la temperature finale el; ^dif¬ 

ference entre cette derniere limite etla temperature variable du meme 
corps finit toujours par decroitrc com me les puissances successives 
d’une fraction. Cette fraction est la meme, quel que soit le corps dont 
on eonsidcre les changements de temperature; le coefficient de a/, ou 

a sin ((j -f- b cos uj, 

en designant par iij Fare (/— i )-j~y pout etre mis sous la forme 

A sin (<*/+• It), 

en prenant A et B lels que Ton ait 

a = A cosR, b—k sinB. 
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Si l’on voulait determiner le coefficient de co c qui se rappoi tc aiix loi ps 
suivants, dont la temperature est a y --M> “/+ 2 ’ a y+»> •••’ 1 <ul( 1,11 
pouter a larc 2, ou ,2. et .insi d.suite; e'est-a-dire 1',,,. a 

les equations 


a . — - V <n— Asin (B ■+- i</)«'■+-. ■ ■, 

* J n ^I 

a y4 .,—^2«i= Asin ( B •+■ "j +1 —)«'+••••' 

.- J-2 ■«'= A sin (B + «j + » ‘> 

*y + a- ^ A S ' n ( B + " / + 3 + 


276. 


On voit par ces equations que les dcmicros differences ('litre les 
temperatures actuelles et les temperatures finales sont representors 
par les equations precedentes, en ne conservant (jue le premier toinio 
du second membre de chaque equation. Ces dernieres differences 
varient done selon la loi suivante : si Ton ne considere qu’un soul 
corps, la difference variable dont il s’agit, e’est-a-dire Lexers de la tem¬ 
perature actuelle du corps sur la temperature finale et commune, dimi- 
nue comme les puissances successives d’unc fraction, le temps auginen- 
tant par parties egales; et si l’on compare, pour un memo instant, la 


temperature de tous les corps, la difference dont il s’agit varie propor- 
tionnellement aux sinus successifs de la circonferenco divisee en par¬ 
ties egales. La temperature d’un meme corps, prise a divers instants 
successifs egaux, est representee par les ordonnees d’une. Iogarith- 
mique dont l’axe est divise en parties Egales, et la temperature de 
chaeun de ces corps, prise au meme instant pour tous, est represenlee 
par les ordonnees du cercle dont la circonferenee est divisee en par¬ 
ties egales. Il est facile de voir, comme on l’a remarque plus haul, 
que, si les temperatures initiates sont. telles que les differences de ce- 
temperatures a la temperature moyenne ou finale soient proportion- 
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nelles aux sinus successifs des arcs multiples, ces differences diininue- 
ront toutes a la fois sans cesser d’etre proportionnelles aux mernes 
sinus. Cette loi, si elle regnait entre les temperatures initiates, ne 
scrait point troublee par Faction reciproque des corps et se conserverai t 
jusqu'a ce qu’ils eussent tous acquis une temperature commune. La 
difference diminuorait pour chaque corps comme les puissances suc- 
ccssives d une meme fraction. Telle est la loi la plus simple a laquelle 
puisse etre assujcttie la communication de la chaleur entre une suite 
do masses egales. Lorsque cettc loi est etablie entre les temperatures 
initiates, elle se conserve d’elle-meme; et, lorsqu’elle ne regne point 
mitre les temperatures initiates, e’est-a-dire lorsque les differences de 
c.es temperatures a la temperature moyenne ne sont pas proportion¬ 
nelles aux sinus successifs des arcs multiples, la loi dont il s’agittend 
toujours a s’etablir; et le systeme des temperatures variables fin it 
hienlbt par se confondrc scnsiblement avec celui qui depend des 
ordonnees da ecrcle et de colics de la logarithmique. 

Puisquc les derniercs differences entre Tcxces de la temperature 
(Tun corps sur la temperature moyenne sont proportionnelles aux sinus 
de Tare, a Textremile duquel lc corps est place, il s’ensuitque, si Ton 
designe deux corps places aux extremites du meme diametre, la tem¬ 
perature du premier surpasscra la temperature moyenne et constante 
autanl quo. eette temperature constante surpasscra celle du second 
corps. (Vest pourquoi, si Ton prend a chaque instant la somine des 
temperatures de deux masses dont la situation est opposee, on trou- 
vora une somme constante; et cettc somrae aura la meme valeur pour 
deux masses queleonques placees aux extremites d’un meme diametre. 


277. 

Les formulas qui represent tent les temperatures variables des masses 
disjointes s’appliqucnt facilemcnt a la propagation de la chaleur dans 
les corps continus. Pour en donner un example remarquable, nous de- 
termincrons le mouvement de la chaleur dans une armille au moyen 
de l’equation generate qui a ete rapportee precedemment. 
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On supposcra que le nombre n des masses croit suceessivemenl, et 
qu’en menie temps la longueur de chaquc masse decroit dans le memo 
rapport, afln que la longueur du systeme ait unc valeur eonstante. egale 
a 2 - Ainsi le nombre /ides masses sera successivement 2 , ou 4, <>" 8 . 
ou 16 , a l’infmi, et chacune des masses sera it, ou -> ou 011 
II est necessaire de supposer aussi quo la facilite avee laquellc la e.lia- 
leur se transmet augmente dans le memo rapport que le nombre des 
masses m-, ainsi la quantite que represente K lorsqu’il n’y a que deux 
masses devient double lorsqu’il y on a quatre, quadruple s’il y en a 
buit, et ainsi de suite. En designant par g ectte quantite, on veil (pie 

le nombre K demetre successivement remplace par g, -Jtg, f\g, - 

Si l’on passe maintenant a la supposition du corps eonlinu, on eerira, 
au lieu de m, valeur de chaque masse infiniment petite, relemenl t/x; 
an lieu du nombre n des masses, on me lira au lieu do K, on 

mettra g- ou ~ • 

Quant aux temperatures initiales a { , elles dependent de 

la valeur de Fare x et, en eonsiderant ces temperatures eomnte los 
etats successifs d’une meme variable, la valeur generate a , ropresenle 
une function arbitraire de x. L’ indice i sera alors remplace oar ■'! • 

A regard des quantites a,, a,, .. ., a„, ces temperatures soul dos va¬ 
riables qui dependent des deux quantites ,r et l. En designant par r 
cette variable, on aura e = <p (x,t). L’indice j, qui marque la plane que 
1 un des corps oceupe, sera remplace par — ■ Ainsi, pour appliquer Ea- 
naljse precedente au cas oil 1 on aura it une infinite de trauelu's, for¬ 
mant un corps continu dont la forme serait. cello d’une annille, il 
faudra substituer aux quantites 

n > m > K, a t , i, aj , J 

celles qui leur correspondent, savoir 
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278. 


Cette solution est la meme que celle qui a etc rapporlee dans la Sec¬ 
tion preeedente (p. 2 44); elle donne lieu a diverses remarques : 

i° II ne serait pas necessaire de recourir a 1 analyse des equations 
aux differences partielles pour obtenir I’equation generale qui exprime 
Ie mouvement de la chaleur dans une armille. On pourrait resoudre la 
question pour un nombre determine de corps et supposer ensuite ce 
nombre infini. Cette methode de calcul a une clarte qui lui est propro, 
et qui dirige les premieres recherches. II est facile ensuite de passer a 
une methode plus concise, dent la marchc sc trouvc natimdlenient 
indiquee. On voit d’abord que la distinction des valours partic.ulieres 
qui, satisfaisant a l’equation aux differences partielles, eomposent la 
valeur generale derive de la regie eonnue pour l’integralion des equa¬ 
tions differentielles lineaires dont les coefficients sont constants. Cette 
distinction est d’ailleurs fondee, com me on l’a vu plus haul, sur les 
conditions physiques de la question. 

2 ° Pour passer du cas des masses disjointes a eelui d’un corps eon- 
tinu, nous avons suppose que le coefficient K augmenlait proporlion- 
nellement au nombre n des masses. Ce changeinent continuel du 
nombre K est une suite de ce quo nous avons demontre precedeinnient, 
savoir que la quantite de chaleur qui s’ecotile entre deux tranches d’uii 

meme prisme est proportionnelle a la valeur de x designant l’a 


al»- 


scisse qui repond a la section etc la temperature. Au restc, si l’<m m* 
supposait point que le coefficient K augmente proporticmnellement au 
nombre des masses et que l’on retint une valeur constants pour 
coefficient, on trouverait, en faisant n infini, un resullat contra ire ii 
eelui qu’on observe dans les corps continus. La diffusion de la chaleur 
serait infiniment lente et, de quelque manibre que la masse, cut etc 
echauffee, la temperature d’un point ne subirait aueun changement 
sensible pendant un temps determine, ce qui est oppose aux faits. 
Toutes lesfois que Ton a recours a la consideration d’un nombre infini 
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do masses separees qui se transmettent la chaleur et que Ton veut 
passer au cas des corps continus, il faut attribuer au coefficient K, qui 
mesurc la Vitesse de la transmission, une valeur proportionnelle au 
nombre des masses infiniment petites qui composent le corps donne. 

d Si, dans la dcrniere equation que nous venons d'obtenir pour 
exprimer la valeur de v, ou cp(a?, /), on suppose t = o, il sera neces- 
sairc que 1 equation rcpresente l’etat initial; on aura done par cette 
voic l’equation ( p) que nous avons obtenue precedemment (p. 23o), 
savoir : 


T /* 27C ^27C 

c/(x) = - f(x)dx-JrCOSX f(x)C0SXdx-hCOS2X f(x)C0S2xdx-+-... 

J Jo 

f(x) sin x dx -+- sin 2 x f f(x)shi 2 x dx +.. 

0 Jo 


Ainsi co thcoreme qui donne, entre des limites assignees, le deve- 
loppement d’une fonction arbitraire en serie de sinus et de cosinus 
d’arcs multiples se deduitdes regies elementaires du calcul. On trouve 
ici l’originc du procede que nous avons employe pour faire disparaitre 
par des integrations successives tous les coefficients, excepte un seul, 
dans I’equation 

cp(x) = a -t~ a t cosx -t- a. 2 cos2a; •+• a 3 cosSx -h... 

-t- bi sin# -+- b t sin a a; b 3 sin3# +...; 

ces integrations correspondent aux eliminations des diverses inconnues 
dans les equations ( m ) (p. 280 et suiv.) et Ton reconnait clairement 
par cette comparaison des deux methodes que l’equation (B) (page sui- 
vantc) a lieu pour toutes les valeurs de x comprises entre o et 2 ?:, 
sans que 1 ’on soit fonde a l’appliquer aux valeurs de x qui excedent 
ces limites. 

279. 

La fonction y{x, t) qui satisfait a la question, el dont la valeur est 
d6terminee par l’equation (E) (p. 295 ), peut etre exprimee comme il 

F. 


38 
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= /y(a)rfa + [ 2 sinjr//(«)sin«rfa + acos.r//(a) cos«rfa]« *' 

+ [ 2 sina.r f /(«) sinaarfa + acosaj; //(«) cos 2 a £&*]<.' - 1 ’*' 
+ [2 sin3^ f/(a) sin 3a da -+■ a cos3.r //(a) cos3 a rfa] 


nu 


/■» 21C 

2~o(x, 0 = / /(a)rf«[: 


-b (2 sin j? sin a -b 2 cos.r cos <x)<i~ k ‘ l 
-b (2 sin 2 a? sin 2 a 4- 2 cos2 x cos 2 a) e 




4- (2 sin 3 # sin 3 a 4- 2 cos 3 x cos 3 a) e r ' kt 



-4 . 

1 -b 2 2 cos i(<x — x) e~ iikt \ da. 


Le signe 2 affecte le nombre i, et indiquc quc la sommc doit dfre prise 
de i = i a 1 = 00 . On peutaussi comprcndro le premier ferine, i sous re 
signe 2 et l’on a 

/ SlU ■ +a ® 

f(a)JTcosi(a~.z)e r ' k ‘dx. 

-» 


11 fautalors donner a i toutes ses valours cn nombres enfiers depuis 

— xjusqu’a -+- oo-; c’est ce que Ton a indiquc on corivanl les limit os 

— ac et + oo aupres du signe2; l’une de ces valeurs do i cst o. Telle 
est l’expression la plus concise de la solution. Pom- developper le 
second membre de l’equation, on supposera i = o et ensuite / -- i, ' 2 , 
3, 4 , on doublera chaque resultat, cxccpte 1c premier qui ropond 
a« = o. Lorsque t est nul, il est neccssaire quc la function o(.r,/) 
represente 1 ’etat initial, dans lequel les temperatures sent egales ii 
f{x); on aura done I’equation identique (*) 

j r»2TC -+-00 

(B) f^ X ' > = 2 Tz( /( a )^COSf‘(a — x)da. 

On a joint aux signes J* et 2 les indices des limites entre lesquelles 
C 1 ) Voir, au sujet de eette formule, la Note de l’arliclo 235, p. a3{. G. I). 
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I’integrale et la somme doivent etre prises. Ce theoreme a lieu genera- 
lcmonl, quelle quo soil la forme de la fonction f(x) dans l’intervalle de 
,t’ = o a sc —it,; il cst le meme que celui qui est exprime par les 
equations qui donnent le developpement de Y(x) (p. 2 . 33 ), et nous ver- 
rons dans la suite que Ton peut demontrer immediatement la verite 
dc l’equation (B), independamment des considerations precedentes. 


280. 

II est facile de reconnoitre que la question n’admet aucunc solution 
diderente dc cello que donne l’equation (E) (p. 2p5). En effet, la fonc¬ 
tion cp(.r, t) satisfait entierementa la question et, d’apres la nature de 
1’equation differentielle 


aueune autre fonction ne peut jouir de cette meme propriete. Pour 
s’en convaincre, il faut considerer que, le premier etat du solide etanf 

represenle par unc equation donnee r, '= f{x), la fluxion ^ est con- 

nue, puisqu’elle equivaut a k —'• iiinsi, en designant par <>,, ou 

-?±dt, la temperature au commencement du second instant, on 

(/ i 

deduira la valour do de l’etat initial et de 1’cquation differentielle. 
On connailra done dc la meme maniere les valeurs e 3 , e 5 , .... r„ de 

la temperature d’un point quclconque du solide au commencement de 
ehaque instant. Or la fonction <p(a?, t) satisfait a l’etat initial, puisque 
I’on a 

tp(a?, o )=/{x). 


Dc plus elle satisfait aussi a 1’equation 
etant differontioe, elle donnerait pour 


differentielle; par consequent, 

dvi ^3 ) ... ] es m emes va- 
dt dt dt 


lours que celles qui resulteraient de l’application successive de cette 
equation differentielle (a). Done si, dans la fonction <p (x, t), on donne 
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’uecessiven.ent a * les valeurs o, .. 3co, 4®.*> dosiguan. 

I element da temps, on trouvera les memes valours (>„<•„ • <Hj<’ 

1’cn aurait deduites de l’etat initial ct de Implication cont.nucllc do 
[’equation (a). Done toutefunction*(*, 0 qui satisfaita I’cquat.on ddle- 
rentielle et a l’etat initial se confond necessaircment avoc la (onctum 
9 ( Xf t). ear ces fonctions donneront l’uno ct 1’auLrc uneme.no function 

de a-, si l’on y suppose successivement t = o, o>, aw, 3« . no . 

On voit par la qu’il ne peuty avoir qu’nnc soulc solution de la ques¬ 
tion et que, si l’on decouvre d’une maniere quelconquo une function 
qui satisfasse a I’equation diflerentielle ct a l’etat, initial, on 
est assure qu’elle est la meme que la prccedeute donnee par IV-qua- 
tion (E). 


Cette meme remarque s’appliquo a tonics les reelierelies qui out 
pour objet le mouvement varie de la chalcur; die suit evidemmont 
de la forme meme de l’equation generale. 

C’est par la meme raison que l’integrale de l’equation («) ne pent 
contenir qu’une seule fonction arbitrairc on x. Kn ollel, lorsiju’uni' 
valeurde v est donnee en fonction de x pour tine certaino valour du 
temps i, il est evident que toutes les autres valours <le e qui correspon¬ 
dent a un temps quelconque sont determinces. On pt*ut done ehoisir 
arbitrairement la fonction de x qui correspond a un certain etat, et 
la fonction de deux variables a? et t se trouvo alors determiner. 11 n’eu 
est pas dc meme de l’equation 

d- ( 9 2 v 

°’ 

que nousavons employee dans le Chapitrc precedent et qui roimriit 
au mouvement constant de la chaleur; son integrate eontient deiiv 
fonctions arbitraires en * et y; mais on pout ramener cette rorherehe 
a celle du mouvement varie, en considerant l’btat final et permanent 
eomme derive de ceux qui le precedent, et, par consequent, <1.* 1’etat 
initial qui est donne. 
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1 /integrate que nous avons donnee 


i 

271 



COS7(a— x) da 


eontient une fonction arbitrairo f{oc), et elle a la meme etendue que 
1 integrate generate, qui nc eontient aussi qu’une fonction arbitraire 
on x; oil plutot. elle est eette integrale elle-meme, mise sous la forme 
qui convienl a la question. En effet, l’equation 




representant l’etat initial, ct l’equation 

v = f(x, t) 

representant l’etat variable qui lui succede, on voit que, d’apres la 
forme meme du solide echauffe, la valeur de e ne doit point changer 
lorsqu’on ecrit, au lieu de x, x rb 2 fit, i etant un nombre entier positif 
(juclconquc. La fonction 

1 r- % 

— J /(a) 2 e~~ l * kt cos i (a— x) cla 

remplit ccttc condition; elle represente aussi 1 ’etat initial, lorsqu’on 
suppose t — o; ear on a alors 

1 , 

f(x)~ ~ J /(a)2 cos/(a— x) cla^ 

equation qui a ete demontree precedemment (p. 234 et 298 ) et qu’il 
est d’ailleurs facile de verifier. Enfin la meme fonction satisfait a 
l’equalion difiercnticllc 

<)o . 

di ~~ k dx v 


Quelle que soit la valeur du temps t, la temperature v est donnee par 
une serie trfcs convergente, et les differents termes represented tous 
les mouvements partiels qui se composent pour former le mouvement 
total. A mesure que le temps augmente, les etats partiels de l’ordre le 
plus eleve s’efifacent rapidement. et ne conservent aucune influence 
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On passe aisement de cette derniere equation a l’integrale dont il 
s agit, coniine nous 1 avons prouve clans le Memoirc qui a precede cet 
Ouvrage. 11 n’est pas moins facile d’obtenir l’equation en pavtant de 
I’inlcgrale elle-meme. Cos transformations rendent de plus en plus 
manifesto l’accord des resultals du caleul; mais elles n’ajoutent rien 
a la thcorie ct ne constituent nullement une analyse differente. 

On examinera dans un des Chapitrcs suivants les differentes formes 
quo peut recevoir 1 ’integrale de l’equation (a), les rapports qu’elles 
ont enlre olios et les cas oil elles doivent etre employees. 

Pour former celle qui exprime le mouvement de la cbaleur dans une 
armillo, il etait necessaire de resoudre une fonction arbitraire en une 
serie do sinus et cosinus d’arcs multiples; les nombres qui affectent la 
variable sous les signes sinus et cosinus sont les nombres naturels i, 
■ji, 3, 4, .... Dans la question suivante, on reduit encore la fonction 
arbitraire en une serie de sinus; mais les coefficients de la variable 
sous le signe sinus ne sont plus les nombres i, 2 , 3, 4 , ...; ces coeffi¬ 
cients satisfont il une equation determinee, dont toutes les racines sont 
irrationncllcs et en nombre infini. 



CHAPITRE V. 

DE LA PROPAGATION DE LA CHALEUR DANS UNE SPUtiRE SOLIDIi. 


SECTION I. 

SOLUTION GfiNfiR ALE. 

283. 

La question de la propagation de la chaleur a ole cxposec dans lc 
Cliapitre II, Section II, article 117 (p. 95 ); cllc consiste a in terror 
Tequation 

dv ,/d 2 (> 2 d(’\ 

dt x dx) 

en sorte que l’integrale satisfasse, lorsque x — X, a la condition 

dv , 
dx + 

k designe le rapport et h designe le rapport ~ des deux eonducibi- 
lites; v est la temperature que Ton obscrverait, apres le temps eeoule t, 
dans une couche spherique dont le rayon est x; X est lc rayon do la 
sphere; v est une fonction de x et t qui equivaut a F(a?) lorsqu’on sup¬ 
pose £ = o. La fonction F(a?) est donn6e; elle represente 1’elat inilial 
et arbitraire du solide. 

Si Ion fait y = vx, y etant une nouvelle indeterminee, on aura, 
apres les substitutions, 

— ,d % y. 

dt ()cc % 3 

ainsiil faut integrer cette derniere equation, et 1’on prendra ensuilo 
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i> _ I. On cberchera en premier lieu quelles sont les valeurs les plus 

simples que 1 on puisse attribuer a y, ensuite on en formera une valeur 
generale qui satisfera en meme temps a l’equation differentielle, a 
I’equation a la surface et a l’etat initial. 11 sera facile de reconnaitre 
que, lorsque ces Irois conditions sont remplies, la solution est com¬ 
plete et que Ton ne pourrait en trouver aucune autre. 

284. 

Soit v = e"“a, u etant une function de x, on aura 



On voit d’abord que, la valeur de t devenant infinie, celle de v doit 
etre nulle d ans tous les points, puisque le corps est entierement 
refroidi. On ne peut done prendre pour m qu’unc quantite negative. 
Or k a une valeur numeriquo positive; on en conclut que la valeur de 
u depend dos arcs de cercle, ce qui resulte de la nature connue de 

l’equation — Soit 

a A cos nx 4- B si n n x ; 


on aura cette condition 


m ~ — kn}. 


Ainsi Ton peut exprimer une valeur particuliere de v par l’equa- 
tion 

(,—kri-£ 

r =- (Kcosnx H-R sinna?); 

w 

n est un nombre positif quelconque, et A et B sont des constantes. On 
remarquera d’abord que la constante A doit etre nulle; car, lorsqu on 
fait x = o, la valeur de e, qui exprime la temperature du centre, ne 
peut pas etre infinie; done le terme Acosna? doit etre omis. 

De plus, le nombre n ne peut pas etre pris arbitrairement. En effet, 
F. 3 9 
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si, dans 1’equation determinee 

de 

dx 


+ ^- 0 , 


on substitue la valeur de v, on trouvcra 

nxcosnx H- (hx — i) sinrc.r = o. 

Comme 1’equation doit avoir lieu a la surface, on y supposera x = X, 
rayon de la sphere, ce qui donnera 

nX . v 

-=. = i — nX. 

tang/iX. 

Soit A le nombre i — AX et posons nX = e, on aura 


II faut done trouver un arc e qui, divise par sa tangente, donne tin quo- 
tient connu A, et Ton prendra 


X 


II est visible qu’il y aunc infinite de tcls arcs, qui ont avec lcur tan¬ 
gente un rapport donne; en sorte que l’equation dc condition 


nX 


tangnX 

a une infinite de racines reelles. 


= i-AX 


285. 

Les constructions sont tres propres a faire connaitre la nature de 
cette equation. Soit (fig. 12 ) 


u = tangs 

1 equation dune ligne dont l’arc e est l’abscisse et u l’ordonnee, et 
soit 

£ 
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I’equation d’une droite dont e et u designent aussi lescoordonnees. Si on 
elimine u entre ces deux equations, on a la proposee | =tang£. L’in- 

connue e est done l’abscisse du point d’intersection de la courbe et de 
la droite. Cette ligne courbe est composee d’une infinite d’arcs; toutes 

les ordonnecs correspondantes aux abscisses -> —, —, —, - sont 

infinies, et toutes cellcs qui repondent aux points 0, t, 2 -, 3-, 'it., ... 

sont nulles. Pour tracer la droite dont l’equation est u = | ] 

on forme le carre Oicoi et, portant la quantite AX de co en A, on joint 


Fig. 12. 



le point A avco l’originc 0. La courbe dont l’equation est u — tangs a 
pour tangentc a l’origine unc ligne qui divise Tangle droit en deux 
parties cgalcs, parce que la derniere raison de 1 arc a sa tangente 
est 1 . On eonelut de la que, si A, ou 1 — AX, est une quantite moindre 
que l’unite, la droite mOm passe a Torigine au-dessus de la courbe 
nO/i et qu’il y a un point d’intersection de cette droite avec la premiere 
brancho. II est egalement evident que la mdme droite coupe toutes les 

branches ultbrieurcs nun, ?m/i.Done Tequation = A a un 

nombre infini de racines reellcs. La premiere est comprise entre o 
et -> la deuxifcme entre it et la troisieme entre 2 -n ct —> et ainsi 

de suite. Ces racines approchcnt extremement de leurs limites supe- 
rieures lorsque leur rang est tres avance. 
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286 . 

Si Ton veut caleuler la valeur d’une de cos racines, par exemple do 
la premiere, on peut employer la regie suivante : on ccrira les deux 
equations £ = arc tangw et u = ^ arc ta ngu designant la longueur de 
1’arc dont la tangente estu. Ensuite, prenant un nomhre quelconque 
pour;*, on en conclura, au moyen de la premiere equation, la valeur 
de z; on substituera cette valeur dans la seconde equation, et Fon en 
deduira une autre valeur de «; on substituera cette seconde valeur 
de u dans la premiere equation ; on en deduira la valeur de e, qui, au 
moyen de la seconde equation, fera connaitre une troisieme valeur (Ie u. 
En lasubstituantdanslapremiere equation, on aura une nouvelle valeur 
de £. On continuera ainsi de determiner; u par la seconde equation, et £ 
par la premiere. Cette operation donnera des valours de plus en plus 
approchees de l’inconnue e; la construction suivante re,nil cette con¬ 
vergence manifeste. 

En effet, si le point u correspond {fig. r3) a la valeur arhilraire quo 


Fig. i3. 



l’on attribue a l’ordonnee u, et si l’on substitute cette valeur dans la 
premiere equation e= arctangu, le point z corrcspondra a l’abseisse 
quel’on aura caleulee au moyen de cette equation. Si Ton subsiitue 
cette abscisseE dans la seconde equation u = ontrouvera une erdon- 
nee «' qui correspond au point Substituant W dans la premier.- 
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Equation, on trouvera une abscisse s' qui repond au point s'j'ensuite 
cette abscisse, etant substituee dans la seconde equation, fera connaitre 
une ordonnee u' qui, etant substituee dans la premiere, fera connaitre 
une troisieme abscisse e", ainsi de suite a l’inlini. C’est-a-dire que, 
pour representer l’emploi continuel et alternatif des deux equations 
precedents, il faut, par le point u, mener l’horizontale jusqu’a la 
courbe, par le point d’intersection e mener la verticale jusqu’a la droite, 
par le point d’intersection u! mener l’horizontale jusqu’a la courbe, 
par le point d’intersection e' mener la verticale jusqu’a la droite, 
ainsi de suite a 1’infini, en s’abaissant de plus en plus vers le point 
eherclie. 

287. 

La fig. r3 qui precede represente le cas oil l’ordonnee prise arbi- 
trairement pour west plus grande que cclle qui repond au point d’in¬ 
tersection. Si Ton choisitau contraire, pour la valeur initiale de u, une 
quantile plus petite et que Ton emploie de la meme maniere les deux 
equations 

. £ 
s = arc tang u, M = X’ 

on parviendrait encore a des valours dc plus en plus approchees de 


Fig. i\. 



l’inconnue. La fig. i4 fait connaitre que, dans ce cas, on s’eleve con- 
tinuellemcnt vers le point d’intersection en passant par les points u, t. 
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La regie que 1’on vient d’exposer pouvant s’appliquer au calcul de 
cliacune des racines de l’equation 


qui oat d’aillears dcs limites donnees, on doit regarder toutes ces 
racines corarae des nombres connus. Au reste, il etait seulement neces- 
saire de se convaincre que l’equation a une infinite de racines reelles. 
On a rapporte ici cc procede d’approximation, parce qu’il est fonde sur 
une construction remarquablc qu’on peut employer utilement dans 
plusieurs cas, et qu il fait connaitrc sur-le-cbarop la nature et les 
limites dcs lacincs; mais 1 application qu on ferait de ce procede a l e- 
quation dont il s’agit serait beaucoup trop lente; il serait facile de 
recourir dans la pratique a une autre methode d’approximation. 


289. 

On connait maintenant une forme particuliere que l’on peut donner 
a la fonction v, et qui satisfait a deux conditions de la question. Cette 
solution est represontee par. l’equation 


nx 

Le coefficient a est un nombre quclconque et le nombre n est tel que 
1 ’on a 

nX v 

- - ~ = I — /l X. 

tangnX 

Il en resulte que, si les temperatures initiales des differentes couches 

etaicnt proportionnelles au quotient -- > elles diminueraient toutes 

a la fois cn conservant entre elles, pendant toute la duree du refroi- 
dissement, les rapports qui avaient ete etablis; et la temperature de 
chaque point s’abaisserait comme l’ordonnee d’une logarithmique dont 
I’abscisse designerait le temps ecoule. Supposons done que, l’arc e 
ctant divise en parties egales etpris pour abscisse, on eleve en chaque 
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point de division une ordonnee egale au rapport du sinus a i’arc. Le 
svsteme de toutes ces ordonnees sera celui des temperatures initiales 
(ju’il faut attribuer auxdifferentes couches, depuis le centre jusqu’a la 
surface, le rayon total X etant divise en parties egalos. L’arc e dont la 
longueur representerait dans cetteconstruction le rayon X no doit pas 
etre pris arbitrairement; il est necessaire que eet arc ait avee sa lan- 
gente un rapport donne. Comme il y a une infinite d’arcs qui satislont a 
cette condition, on formerait ainsi une infinite de systemes des tempe¬ 
ratures initiales, qui peuvent subsister d’eux-memes dans la sphere 
sans que les rapports des temperatures changcnt pendant la duree du 
refroidissement. 

290. 

Il ne reste plus qu’a former un etat initial quelconque, au moven 
d’un certain nombre ou d’une infinite d’etats partiels, dont. chacun 
represente un de ces systemes de temperatures que nous avons oonsi- 
deres precedeinment, et dans lesquels l’ordonnee varie avec la dis¬ 
tance x, proportionnellement au quotient du sinus par Pare. Le nmii- 
vement general de la chaleur dans l’interieur de la sphere sera alors 
decompose en autant de mouvements particuliers, dont chacun s’ac- 
complira librement comme s’il etait seul. 

Designons parn,, rc 2 , n 3 , ... les quantites qui satislont a Fuqual'ion 

nX , 

:-=1 — JlX, 

langnX 

et que l’on suppose rangees par ordre, en commencant par la plus 
petite; on formera l’equation generale 

vx — a i e~ kn i t sin/»,a; -+- a i e~ kn i‘ sin/ij^r -t- a i e~ kn \ t siii/i 3 .r •+■.... 

Si l’on fait t = o, on aura, pour exprimer l’etat initial des tempera¬ 
tures, 

xv — a 2 sin/i 2 ^ -h a z sinn z x n- a k sinn 4 cr 

La question consiste a determiner, quel que soit l’etat initial, les 'coef¬ 
ficients a„ a,, a 3 , a k , .... Supposons done que I’on connaisse les 
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valeurs de e depuis x = o jusqu’a x = X, et representons ee svsteme 
de valours par F(a?), on aura (') 

(«) F(.r) ” ~ (a ! sin 74 x 4- a 2 su\n 2 x 4- a 3 sia /z 3 jr + « 4 sin/^.r 4- . ..). 


291. 

Pour determiner le coefficient a,, on multipliers les deux membres 
de Tequation par x sin/i/r dr, et 1’on integrera depuis x — o jusqu’a 
,r = X. L’integrate 

J slnmxsmnxdx, 
prise outre ces limites, est 


-.-• (— m sinnX cos/nX -I- n sin/?iX cos/iX). 

m 2 — /r 


Si et n sont des nombres clioisis parmi les racines n l9 n 2 , n 3 , ... 
qui satisfont a (’equation 


wX __ 
iangnX 


-/iX, 


on aura 


?n\ _ n X_ 

iangmX lang/iX 


ou 


m cos m X sin/iX — /* sin/>* X cos n X — o. 


On vo it par la quo la valeur to tale de 1’integrale est nulle; mais il } a 
un soul cas ou coltc integrale no s’evanouit pas : c’est lorsque m = n. 
Kilo dovicnt alors £ ot, par I’application des regies connues, elle se re- 
duit a 

- X — t— sina/iX. 
a 4 n 


(.*) Fourier va ddtorminor les coefficient a u a t , maiscn ad m el taut * e . . 

loppoment est possible, quelle que soil la function arbitra.ro F(.r) qm defimt » - 

or c’est 14 un point qui n’est nullement d6montr6. Poisson, qu. a ^"^ “ .S^siUon 
solution de Fourier, a proposd, dans sa The'orie de la chaleur, unemethode dexpos.tion 

diffdronte, mais qui no fait que reporter sur un autre pom ex ^ ^ 

mill/). , 

4o 


F. 
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II results de la que, pour avoir la valeur (lu coefficient a, 
tion Y, il faut ecrire 


dans 1’equa- 


•i j x F (x) sin «i x dx — a t ( X — s i n a n , Xj , 

Ie signe f iudiquant que I’on prend I’integrale depuis *• = o jusqu’a 
, r== X. On aura pareillement 


i j *x F(x)sin« 2 x dx — a, — —— sina/ijXj . 

On determinera de merae tous les coefficients suivants. II esl. aise de 
voir que l’integrale definie 

a xV(.v) s\u/i.r d.v 

a toujours une valeur determine, quelle que puisse etre la function 
arbitrage F(;»). Si cette fonction F(.r) est representee par Fordoniiee 
variable d’une ligne qu’on aurait tracee d’une maniere queleouque, la 
fonction a;F(#) sinn# corresponds aussi a I’ordonnec d’une seeonde 
ligne que Ton construirait facilement au moycn de la premiere. L’airo 
terniinee par cette derniere ligne entre les abscisses tv — o, tv X (era 
connaitre Ie coefficient a h i etant 1’indice du rang de la raeine n. 

La fonction arbitraire F(a?) entre dans cliaque coefficient sous I<* 
signe de l’integration et donne a la valeur de v toute la generalif e <|n<* 
la question exige; on parvient ainsi a l’equation suivanlo : 


^ ^ sin n t x j xF^sin/n. 


xdx 


sin 


rux I x V (x) sin xdx 

-— d— -- — \ t i .... 


X 


- sin^X 


X 


2 n <> 


siu 2 /ijX 


Telle est la forme que Ton doit clonner a l’in teg rale generally dr Pe- 
quation 

dt dx % x dx 

pour quelle represente le mouvement de la chaleur clans la sphere 
solitle. hn elfet, toutes les conditions de la question scront remplios : 
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i° L’equation aux differences partielles sera satisfaite. 

2 ° La quantite de chaleur qui s’ecoule a la surface conviendra a la 
lois a l’action mutuclle des dernieres couches ct a Paction de Pair sur 
la surface, c’est-a-dir.e que Pequation 


a laquelle chacune des parties de la valeur de v satisfait lorsque .r = X, 
aura lieu aussi lorsqu’on prendra pour <> la somme de toutes ces 
parties. 

3° La solution donnee conviendra a l’etat initial lorsqu’on supposera 
le temps nul. 

292. 


bes racines n 2 , n.,, n /( , ... de Pequation 


nX 

iangwX 


- hX 


soul Ires inegales; d’oii Pon conclutque, si la valeur du temps ecoule t 

est considerable, cliaquo termc de la valeur de e est extremement petit 

par rapport a celui qui le precede. A mesure que le temps.du refroi- 

dissement augmentc, les dernieres parties de la valeur de v cessent 

d’avoir aucune influence sensible; et ces etats partiels et elementaires 

* 

<jui composent d’abord le mouvement general, et qui sont superposes 
dc telle maniere qu’ils puissent comprendre l’etat initial, disparaissent 
presque entierement, excepte un seul. Dans ce dernier etat, les tem¬ 
peratures des diffcrentes couches decroissent depuis le centre jusqu’a 
la surface, de meme que, dans le cercle, les rapports du sinus a Parc 
decroissent a mesure que cet arc augmente. Cette loi regie naturelle- 
ment la distribution de la chaleur dans une sphere solide. Lorsqu’elle 
commence a subsister, elle se conserve pendant toute la duree du 
refroidissement. Quelle que soit la function F(a?) qui represente 1 etat 
initial, la loi dont il s’agit tend de plus en plus a s’etablir; et, lorsque 
Ic refroidissement a dure quelque temps, on peut supposer qu elle 
existe sans erreur sensible. 
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293. 


Nous appliquerons la solution generale au cas oil la sphere, ayant 
ete longtemps plongee dans un liquide, a acquis dans tous ses points 
une meme temperature. Dans ce cas, la function F(.r) est i, et la deter¬ 


mination des coefficients se reduit a integrer a? sin nxd.r, dopuis 


jusqu’a # = X; cette integrale est 


sin n X — nX cos«X 


Done la valour 


d’un coefficient quelconque estexprimee ainsi 


a sill n X — n X cos n X 
n nX — sin/zX cos/j X ’ 


le rang du coefficient est determine par celui do la racine //; l’equation 
qui donne ces valeurs de n est 


on trouvera done 


n X cos n X 
sin/iX 


t —//X; 


a _ h X 

n /tXeosec/tX -- e.os/iX ’ 


II est aise maintenant de former la valour generale; olio esl domiee 
par l’equation 

VJC __ e-^^siue, e <'"1<sin//„./• 

aX/i «, (ra, X cos6c »1 X — cos /I, X) 1 «*(«, X eosAc/t, X — <>.«««* X) 1 • 

En designant par e 2 > ... Ics racines de I’ u<| unlio ii 


langs 


■AX, 


et Jes supposant rangees par ordre on conimoneant par la plus pefile, 
remplagantn.X, n,X, »,X, ... pare,, e a , e„ .... et ineKant au lieu de 
k et h leurs valeurs ~ et on aura, pour exprirnor les varialions des 

temperatures pendant le refroidissemenl d’une sphere solide qui avail 
ete uniformement echauffee, l’equation 


2 AX/ Sin£ ‘x 

K 


JK 6? 

‘ Cl) X** 


shi £ 2 


X 


K ?■ t 

CD X» 


£i cos6c e t — cossi 

l X 


cos(}c£j - cosej 
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SECTION II. 

REMARQUES DIVERSES SUR CETTE SOLUTION. 


294. 


Nous exposerons quelques-unes des consequences que Ton peut 
deduire de la solution precedente. Si l’on suppose que le coefficient h, 
qui mesure la facilite avcc laquelle la chaleur passe dans Pair, a une 
tres petite valeur, ou que le rayon X de la sphere est tres petit, la 
moindrc valeur de e sera extremeinent voisine de zero, en sorte que 
1 ’equation 

£ _ l _ A x 

tang£ K J 

se reduit a 


£ 




£ 


2.3 


£ 3 


hX 

"K 


ou, en omcttant les puissances superieures de e, 


D’un autre cotc, la quantite ^^““ C0S£ devient, dans la metne hypo- 
i y sme Y 

these, — * Quant au terme- > il se reduit a 1 . En faisant ces sub- 

IV X) 

£ x . 

stitutions dans l’equation generalc, on aura 

r = e CD!C +-.... 

On peut remarquer que les termes suivants decroissent tres rapide- 
ment en comparaison du premier, parce que la seconde racine n 2 est 
beaucoup plus grande que zero; en sorte que, si les quantites h ou X 
ont une petite valeur, on doit prendre, pour exprimer les variations 
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des temperatures, 1’equation 

... JiL 
( < = e tDX . 

Ainsi Ies differentes enveloppes spheriques dont le solide est compose 
conservent une temperature commune pendant toute la duree du rcfroi- 
dissement. Cette temperature diminue comrae l’ordonnee d’une loga- 
rithmique, le temps etant pris pour abscisse; la temperature initiale, 
qui est i, se reduit apres le temps t a 

_3 ii. 

e cux . 

Pour que la temperature devienne egale a la fraction il faut quo la 

valeur de t soit -^-log m. Ainsi, pour des spheres do memo matiere 

qui ont des diametres differents, les temps qu’elles mettcnt a |)crdre la 
moitie, ou meme une fraction determinee de leur chaleur actuelle, 
lorsque la conducibilite exterieure est cxtremement petite, sont pro- 
portionnels a leurs diametres. II en est de meme des spheres solides 
dontle rayon est tres petit; et l’on trouvcrait encore le meme resultat 
en attribuanta la conducibilite interieure K une tres grande valeur. 11 

a lieu, en general, lorsque la quantite est tres petite. On pout 

regarder le rapport ^ comme tres petit,.lorsque le corps qui se refroidil 

est forme d’un liquide continuellement agite que confer mo un vase 
spherique d’une petite epaisseur. Cette hypothese est en quelque sorte 
la meme que celle d’une conducibilite parfaite;. done la temperature 
decroit suivant la loi exprimee par l’equation 

v — e CBX . 


295. 

On voit par ce qui precede que, dans une sphere solide qui se refroi- 
dit depuis longtemps, les temperatures decroissent, depuis le centre 
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Si le corps a la forme spherique, on aura, en appelant X le rayon total, 
Pequation 


297. 

Supposons que Pon puisse observer, pendant le refroidissement du 
corps dont il s’agit, deux temperatures <>, et correspondanlcs aux 
temps t i et t ,; on aura 

AS _ logt’i — lo g('a 
CDV — U_ — t x 

On connaitra done facilement par 1’experience Pexposant Si Ton 

fait cette meme observation sur des corps differents et si l’on commit 
d’avance le rapport de leurs chaleurs specifiques C et C', on trouvora 
celui de leurs conducibilites exterieures A ct A'. Reciproqucrncnt, si 
Pon est fonde a regarder comme egales les valeurs A ct A' de la eondu- 
cibilite exterieure de deux corps differents, on connaitra le rapport de 
leurs chaleurs specifiques. On voit par la qu’en observant les temps (In 
refroidissement pour divers liquides et autres substances enfermeos 
successivement dans un meme vase d’une tres petite epaisseur, on 
peut determiner exactement les chaleurs specifiques de ces sub¬ 
stances. 

Nous remarquerons encore que le coefficient K qui mesure la eondu- 
cibilite propre n’entre point dans Pequation 

-iL 
v “ e cl)X ; 

ainsi les temps du refroidissement dans les corps de petite dimension 
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ne dependent point de la conducibilite propre, et Fobscrvation de ces 
temps ne peut rien apprendre sur cette derniere propriete; mais on 
pourrait la determiner en mesurant les temps du refroidissement dans 
des vases de dilTerentes epaisseurs. 

298. 

Ce quo nous avons dit plus haut sur le refroidissement d’une sphere 
de petite dimension s’applique aux mouvements du thermometre dans 
1 air ou dans les liquides. Nous ajoutcrons les remarques suivantes sur 
1 ’usage de cet instrument. 

Supposons qu’un thermometre a mcrcure soil plonge dans un vase 
rempli d’eau cehauflee, et quo ce vase se refroidisse librement dans 
1 ’air, dont la temperature est constantc. II s’agit de trouver la loi des 
abaissements successifs du thermometre. 

Si la temperature du liquide etait constante et que le thermometre v 
flit plonge, il changerait de temperature en s’approchanl ties prompte- 
ment de cello du liquide. Soit e la temperature variable indiquee par 
le thermometre, c’est-a-dire son elevation au-dessus de la temperature 
de Fair; soientu Fclevation de la temperature du liquide au-dessus de 
cello de Fair, et t le temps eorrespondant a ces deux valeurs v et u. An 
commencement de l’inslant dt qui va s’ecouler, la difference de la tem¬ 
perature du thermometre a cello du mercurc elant v — u, la variable e 
lend a diminucr, et ellc perdra, dans l’instant dt, une quantite pro- 
porlionnelle a e — a, en sorte que l’on aura l’equation 

dr = — h (r — u) dt , 

Pendant le memo instant dt, la variable u tend a diminuer, et elle perd 
une quantite proportionnelle a u, en sorte que Ton a l’equation 

dn — II it dt. 


Le coefficient H exprime la vitesse du refroidissement du liquide dans 
Fair, quantity que l’on peut facilement reconnaitre par Fexperienee, 
F. 4' 
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( >t le coefficient h exprime la vitesse avec laquelle le thermometre sc 
refroidit dans le liquide. Cette derniere vitesse cst beaucoup plus 
grande que H. On peut pareillement trouver par l’experiencc le coeffi¬ 
cient h, en faisant refroidir le thermometre dans le liquide entretenu 
a une temperature constante. Les deux equations 


da = — H u dt , dv — — Ji(v — u) dt 


OU 




dp 

It 


= — hv ~h h A e~ A[t 


fournissent celle-ei 


(> — u = be~ hL 4- ae ~ Ue , 


a et b etant des constantes arbitraircs ('). Supposons maintemmt quo 
la valeur initiale de v— u soit A, e’est-a-dire quo la hauteur du ther- 
mometre surpasse de A la vraie temperature du liquide au commence¬ 
ment de l’immersion, et que la valeur initiale de u soit K; on deter- 
minera a et b , et 1’on aura 

it 17 

c - u = &e~ h ‘+ t-IA- <r A '). 

4—11 


La quantite v —u est 1’erreur du thermometre, e’esl-a-dire la di/fe- 
rence qui se trouve entre la temperature indiquee par le thermometre 
et la temperature reelle du liquide au menu! instant. Cette difference 
est variable etl’equation precedcnte nous fail eonnailre suivanl quelle 
loi elle tend a decroitre. On voit, par I’cxpression de cette difference 
v — u, que deux de ses termes, qui contieiment e~ A \ diminuent (ri-s 
rapidement, avec la vitesse qu’on rcmarquerail dans le thermometre 
si on le plongeait dans le liquide a temperature constante. A I’lVmrd 
du terme qui contient e~ m , son decroissement cst beaucoup plus lent 
et s’opere avec la vitesse du rofroidissement du vase dans 1’aic. H 

O) La valeur de a est li6e a eelle do A par la relalion 


IIA 


uivm'itK spiikhh sounii. :m 

1 1 1* i;i iju*ajui's im tamp* hian pati aonsidarabia, lYnvur <lu 
f harmnmatra a^f raprasanttV par la m»uI Imiic 

hi*: tl , ii 

( "* n . 

/.II h II 


ihht. 

\ (in i iim nil rsiaiil aa ijiir 1Y\ panaftaa apprand Mir las saliMUN da 11 
H //. Hit a phm^a daliH |YaU, a K'h * dtUMui! min^aM mala , tin thar- 
im*iuat ra ijiii all dhibnrd ala rrltaitfla, a! il as! dasaaudu dans haau 
da |n M a mi an -a \ mm midas. fill a |ajiata plitsiatii'N !**U at a\ aa sain 
raila a\| m*i laia a. f In troii\t\ dYpras atda. t\\\v la \alaur da r k ast 
| *, m la lamps ast amupta ait aVst-ii-d ira ijtia, IVla- 

% 111111 dll tliai mmhih'I i a alaiif 1\ all aniiiiiiaiii 4 ailia|il d HIM* lllitltlta* alia 
sara 11 , 0 * 1 * 1 * f\ a la lift da aatta nnmita. t h\ tnill\a aiisM 

M 1 ■ ■ ' i * » ' } * 1 

I III 4 |,U** -.a » II liliitM 1**111 JIN w* I i'll «*ldtl‘ d.tll * 1 all' «l t III! Wm* da ptH* 
i ahuiM\ lauiph dV.ui aali.uitlra a *>*» , ha wlattr da r 11 daii^ aa aas a 
r|r I j i *>| v i a da * * ,«*H '< J |, » alia da llh** # ‘ asl Hit Mitt par 

hi i Hiidih ii a t pah la la \alam iir la fra*' t i**ll a \ rt ijiia, UJil'fs |||ia sailla 
mi i$ii I« . * liai|iia l a tin a in ii 11J jd ia pal’ ? >f f§ aM pas hi 111**1 tir da hi dtV 
llllllirllia jMilfa da « a ijil’il rial! all . mtiitir liar iftr fit da aatta iiiilUlla, 

I in dml lima ii a\ uii ail* till r^.il 4 a at * tarmac dail* hi Mtlaftr d* 1 a U, 

II I rM*’ I V«|tt,ilit§fl 

II *« 

1 14 . ii 

#? II 

* *11 

II a II II « 

l? Ii h II h 

U l, s \ ai>'iii» Ir.HiM'.". II • 1 A. uii mmI ijtu* i ilfiuiiTt 


4 tillr \ -if 4 r* 

i a4^$t!, My I -a* *k»ai tu 


I a, ..|>U'm*r> |*.U Ifilifiiui *!a 1.1 iiiffilttla t|**ufi*V a l.ilfU’l * 4 l*I‘r 

II i. 

, ~ ■» %r 


ti H 




THEORIE DE LA CHALEUIL 


301 . 

On a determine, dans les articles precedents, la temperature e quo 
re?oit, apres le temps ecoule t, une couche spheriquc interieure placer 
a la distance <r du centre. II s’agit maintenant de calculcr la valeur de 
la temperature moyenne de la sphere, ou celle qu’aurait ce solide si 
tome la quantite de chaleur qu’il contient etait egalcment distribute 
entre tous les points de la masse. Le solide de la sphere dont le rayon 

est x etant 4 - y> la quantite de chaleur contenuc dans une enveloppe 

spherique dont la temperature est r et le rayon x sera 4 Ainsi 

la chaleur moyenne est 



l’integrale etant prise depuis x — o jusqu’a x = X. On metlra pour r 
sa valeur 


Hi Q—kn\i j'iq n x 4- — e -A '“hsin/i»a? -I- — <r 
,r x " .r 


/«;/ /<3 


j t Ton aura 1’equation 

JL fx-v dx — — (a sin "t x —«,Xcoa/t,X ,,,, 

x 3 J x 3 \ 1 «* 6 


sin/z 2 X — /ioX cos tu X 
. a , -?-—r——- e- 




On a trouve precedemment 


a — 4 ( s * n — /ifX cos Hj X) 

* — Hi (2 Hi X — sin 2 n t X) 

On aura done, en designant par s la temperature moyenne, 

.f__ (sing l - 8 l cose t )» (sing,-s,cosg,P ■ , 

•L 4 s{(2e l — sinas,) e» (as, — sinas,) e 

equation dans laquelle tous les coefficients des exponenlielles sent 
positifs. 
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ranl lm utdutos, ia \atom* \ «lu ra\oti do la sphoro doviondra iuiiuimnuf 
^raiuli*. Kit ri*pr«Mia itt la oonslntofton rapporfdn hi Fartiolo ’28n„ on 
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a\rr Taxi’ dos / , t ht frotuo dmi*’ pour los d tllorouf os \alours do e lo< 

<|ttauf tins . » *™ t 

u -' 

la* lorttir lb* la \alot»r do r. ijtit onuhont o * *' v dmotiatil* it niostiro 
ijtto It* toinps att^iuonio, loMtirottjt phis ^rand ijin* lt*s suivniits, oofto 
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oyalos, nil •,s *• 11* ■) d t in : tin*' of d opti i s la siu*|,ioo Jil^Jii ail oefift’e, n||i*s 
no j § o 11 \ * ill point niiorfoi I* tirs jiroUiiois rapports of* dans Ions !os 
I as, |o s i sio i j i o fond do phis rit phis \ors nil otat iliiralilt* ijfidl in* 
| a |di* point a attriiidio *o in 1 1 d *’llio III , or dot’ll UT * l**s follipo- 

im I in os iSo loissriii i h p • n h* * *'ii I ro jiiHijii a la sii rlaoo. Si I on rojn o - 
soiilo pal mi ii’iLuii j i * ?;, liiMjndi ** ijtir !** ijliafl «lo Li t’ifvonforouoo , 
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pt’i*uiio on s liaijitr pom! lo ijiioltnil *!n sintis par 1 af«\ 1*‘ s\stonio *1** 
oi*s rajipoi Is r*'pros«*fjirra i-rditi «|iit shialdil di* liit-liiHtio onlro los 
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peratures des coaches dune egale epaisseur. Des que ces derniers rap¬ 
ports ont lieu, ils continuent de subsister pendant toute la duree du 
refroidissement. Alors chacunedes temperatures diminue comme l’or- 
donnee d’une logarithmique, le temps etant pris pour abscissc. On 
peut reconnaitre que cet ordre est etabli, en observant plusicurs 
valeurs successives s, s', s", s'", qui designent la temperature 
moyenne .pour les temps *, * + 0, * + 20, < + 30, ..la suite de ces 
valeurs converge toujours vers une progression geometrique et, lorsque 
les quotients successifs J, p» p, ••• ne cbangent plus, on en conclut 
que les rapports dont il s’agit sont etablis entrc les temperatures. 
Lorsque la sphere est d’un petit diametre, ces quotients sont sensible- 
ment egaux des que le corps commence a se refroidir. La duree du 
refroidissement pour un intervalle donne, c est-a-dirc le temps necos- 
saire pour que la temperature moyenne s soit reduitc it une parlie 
determinee d’elle-meme -> est d’autant plus grande que la sphere a un 

f)X 

plus grand diametre. 

304 . 

Si deux spheres de meme matiere et de dimensions di Heron les sont 
parvenuesa cet etat final oil les temperatures s’abaissent en conservanl 
leurs rapports, etquel’onveuille comparer les durees d’un memo refroi¬ 
dissement, c’est-a-dire le temps 0 que la temperature moyenne z de la 
premiere emploie pour se reduire a et le temps 0' quo la tempera¬ 
ture .s' de laseconde met a devenir —, il faut considerer trois cas dilfd- 

m 

rents. Si les spheres ont l’une et l’autre un petit diametre, les durees 
0 et 0' sont dans le rapport meme des diametrcs. Si les spheres ont 
1 ’une et l’autre un diametre tres grand, les durees 0 et 0' sont dans le 
rapport des carres des diametres; et si les spheres ont des diamotres 
eompris entre ces deux limites, les rapports des temps seront plus 
grands que ceux des diametres, et moindres que ceux de leurs carres. 
On a rapporte plus haut les valeurs exactes de ces rapports. 

La question du mouvement de la chaleur dans une sphfere comprencl 
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Le mouvement de la chaleur dans un cylindre solide d’une longueur 
infinie est representc par les equations 

d JL _ JL (OIL + I ^v-h — =o 

dt Cl) \^ 2 x dx) K dx 9 

que Ton a rapportees (p. 97 et suivantes) dans les articles 118, 119 
et 120. Pour integrer ces equations, on donnera en premier lieu a c 
une valeur particuliere tres simple, exprimee par I’equalion 

v m e~ mt u; 

rn est un nombre quelconque et u une fonction de 00 . On ddsigne par /■ 
le coefficient ^ qui entre dans la premiere equation, et par h le coef¬ 
ficient ^ qui entre dans la seconde. En substituant la valeur atlribuee 
a v, on trouve la condition suivante : 

d? a 1 d u m 

——- -j- _ __ -|_. n — o. 

dx 1 x dx k 


On choisira done pour a une fonction de x qui satisfasse a celte equa- 
tion differentielle. II est facile de voir que cette fonction pout elre 
exprimee par la serie suivante 


gx 3 g 3 X % g 3 X a 
2 3 + 2 2 .4 2 “ 2 2 .4 2 . 6 2 


g'*X ! ' 

2 2 .4 2 .6 j .8 2 


g designant la constante —■ On examinera plus particulierement par 
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II faul maintenant examiner la nature de I’equation determines qui 
donne les valeurs de g et prouver que toutes les racincs do cello equa¬ 
tion sont reelles, recherche qui exige un examen altentif. 

Dans la serie 




qui exprime la valeur que reejoit u lorsquc x = X, on remplacera 
par la quantite 0, et, designant par /(0) on j cette fonclion do 0, on 
aura 


r = f(6) = i-6- 


O' 


2 ~ 


2*. 3* 


2 s . 3 s . 4* 


Fequation determinee deviendra 


Oil 


AX 



(? O' 

3 2 * 73 * ~ ;/| 

_ W "" 

2-. 3 s 2 5 .3 s ./f* 


"4 . . . 


AX 


,/'(<?) 

AO) 


„/'(Q) designant la fonction • 

Chacune des valeurs de 6 fournira une valeur pour g, an moyen de 
l’equation 


et l’on obtiendra ainsi les quantites g„ g, .qui entreat en nomhre 

infini dans la solution clierchee. 

La question est done de demontrer que I’equation 


AX 

2 



O 


doit avoir toutes ses racines reelles. Nous prouverons, a cel elfel, quo 
l’equation 


A6) = o 
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a toutes ses racines reel 1 cs; qu’il en est de meme, par consequent, de 
l’equation 

f'(Q) = o, 


ct qu’il s’ensuit que ^equation 


A = 


ftf) 


a aussi toutes ses racines reelles, A representant la nuantite connue 
//X 


L’equation 


y — i — 0- 


308 . 




2 s . 3 J 2 s .3 s .4 4 


etant differentiec deux fois, donne la relation suivante : 

dy ,, d} y 


On ecrira, conime il suit, cette equation et toutes celles que l’on en 
deduit par la differentiation 

if q d '.Y 


y 


dO 


dQ i 


: O, 


dy d l y n d*y 

"+■ 2 -77T ■+■ 0 -~7 = 0, 


dO 

d* y 


dO- 


dO* 


dO* ' d¥ + dO’’ ~ 


et, en general, 


d‘ y 


d0 i -i-(iYrl) 


d i+1 y a d i+i y 


dQ i+ - 


Or, si Ton ecrit dans l’ordre suivant l’equation algebrique 

X — o 

et toutes celles qui en derivent par la differentiation 
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et si I on suppose que toute racine reelle d’une quelconque de ces 
equations, etant substitute dans celle qui la precede et dans celle qui 
la suit, donne deux resultats de signe contraire, il est certain que la 
proposee X = o a toutes ses racines reelles, et que, par consequent, 
il en est de raeme de toutes ses equations subordonnees 

dX _ (PX _ d*X _ 

dx ~ °’ dx 2 ~ °’ dx 3 ~ ; 

ces propositions sont fondees sur la theorie des equations algebriques 
et ont ete demontrees depuis longtemps ( ( ). II suffit done do prouver 


C 1 ) Fourier enonce ici une dcs consequences du beau llieoremo qui cons Lillie m ddoou- 
verte capitale dans cettc theorie des equations algdbriquos et tnmsocndanles qui n’a jamais 
eesse de Foecupcr et alaquclle il a consacrd un Ouvrago special, XAnal) sa tfex (^nations 
determines. On sait que la premiere Partie do co Traild a soulo paru et a (He puiilitio en 
r83 1 par les soins de Navier, un an environ aprds la mort do Fourier. 

Fourier applique & Tequation transcondanlo 


r = o 

une proposition qui n’est demontreo que pour los equations algdbriques. Dans lo XIX* Oabier 
du Journal de VJieole Polytechnique, page 38a, Poisson prdsonlo h co sujcl quelques re- 
marques critiques qui paraissent justifies. 11 considdro Fdqualion 

(a) y = ex-\- be ax ~ o, 

oil a designe une constanle positive, diffdronto do l’uniKS. La fcme.lion y ohI, uno solution 
particuliere de l’equation diffdrenlicllo 


(P) 


d^y 

Sr* 


-—(a 4- i) 


dy 

dx 


d- af 


o, 


a laquelle on peut appliquor littdralemcnt tons los raisomiomonts do Founts*. Si la prono- 
sition admise dans lo texto 6lait oxaclc, on dcvrail done eoneluro quo I’duuation (a) a 
toutes ses racines rdellos. Or cetto Equation n’a qu’uno racino reelle si b osl neoaiif- 0 llo 
n en a aucune si b ost positif, et, dans los deux cas, olio a uno infinite do racines itmiL'i- 
naires. Cela suffit, semble-t-il, k ddeider la question. M 

Cette objection de Poisson avail 6tc tr6s sensible it Fourier; il y roviont a divcrHOH re¬ 
prises, notammenU la page 616 du tome VIII dos Memoir™ de. I’Academic dot Sciences 
et dans un travail special int.luld : Remarques generates sur Vapplication dcs prinviprs dr 
Recuef^ aIg bnqU6 mx ec L uaUMt transceadantes, ins6r6 au tome X, pago i di/mPmo 

11 ne faudrait pas conclure des romarquos prdcedonles quo lo llieoremo do Fourier no 
Eu6 il io aUCUne Ut '! U ® da “/ r4tude dos Rations transcondantes. Convonableme.il ar.- 
FouSr r/,’ aU C ° nlr T' da ? k r6S ° luti0n d0 068 6( l»ations, un rtlo Ires i l ( . 

ais6ment “ 
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est placee entre (leux racines consecutives de 

y = o, 

etreciproquement. Done, on designant par 0,'el 0., deux racines con¬ 
secutives de Pequalion 

y’zzz O, 

et par 9 2 la racinc de l’equation 

y ~-" 

qui est placee entre 0, ct0 3 , toule valour de 0, comprise entre 0, et 0,, 
donnera a y un signo different de eelui que recevrait cette function v, 
si 6 avait uue valeur comprise entre 0 a et 0 3 . Ainsi la <|uantile 0~- ; est 
nulle lorsque 0 = 0,; elle est intinie lors(|ue 0 0 a , el nulle lorsque 

y* 

0 = 0 :1 . II est done necessairc que cette quantile 0premie toules les 
valeurs possibles, depuis zero jusqu’a l’intini, dans l’intervalle d<> 0, a 
0 a , et prenne aussi toutes les valeurs possibles do signo oppose, depuis 
l’infini jusqu’a zero, dans I’intervalle de 0 2 a 0.,. Done I’equation 

A • 0 - y ' 

a necessaireinent unc racinc reelle entre. 0, et 0.,; et, c.omme l'Atjnation 

,r' «» 

a toutes ses racines reelles mi nomhre intini, il s’ensuil <(iie rAqunfion 

A 0 '~- 
f 

a la meme propriete. On est parvenu a dcinoutrcr de cette manii're 
que l’equation determiner 


AX 

2 



<>■* X 4 

•> n ... . 1 . ;< 

‘ f.'l f 1 

A . .‘| 


A-X s 


-t- 


A^X 1 


A' 3 X 1 ’ 

•vC/i Ur ~ 
A ,a X 11 
2 1 . 


dont l’inconnue est g, a toutes ses racines reelles et positives. 
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II est facile d’exprimer la somme de cette seric. Pour olitonir or 
resultat, on developpera comme il suit la fonetion eos(asin.r) en 
cosinus d’arcs multiples. On aura, par les transformations coniines. 


2 cos(a sinx-) 


‘ / - 1 




■V-i 




et, designant par w, 

cm olm at.) 2 1 

2 cos(asin.r) = e * e - 4 - e * e ! . 

En developpant lc second membre scion les puissances do co, on Irou- 
vera que le terme qui no conticnt point oo dans le developpernenl de 
cos (a sin.r) est 

oc- a* a r ’ a 8 

aM 5 ~~ 2*14*76* + 2X4*~6 a ~ 8* 

les coefficients de <o\ co 3 , co 3 , ... sonl. nuls; il en est de memo des 
coefficients des termes qui conticnnent gj~\ co -3 , co -3 , ...; le coef¬ 
ficient dc co -2 est le memo que celui de go 2 ; le coefficient de <o‘ est 

Ot} oft 

2 T”G ~8 — 2 r 4 " 6 ~ 8 Vo " + " coefficient de co~' estle indnie <|m* oolui 

de co 1 ; il est aise d’exprimer la loi suivant laquclle cos coefficients 
se succedcnt; mais, sans s’y arreter, on ecrira 2 C 0 S 2 .r an lieu de 
(co 2 4 - co -2 ), ou 2Cos/j..-r au lieu dc (go' 4 - go""'), et ainsi de suite. Done 
la quantite cos(asina?) peut etre facilemcnt developpee en one serie 
de la forme 

A 4- Bcos2 x 4- C cos 4 # 4- 1 ) cosG.r 4-... 
et le premier coefficient A est egal a 

a 2 a* a 0 

2 2 . 4 2 2 *. 4 “• 6 5 *" * * 

Si 1 ’on compare maintenant l’equation generale que nous avons donnee 
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est 


l -J cos(# y/^sinr) 


dr. 


I’integrale etant prise depuis r— o jusqu’a r = it. En designanl par <7 
celte valeur, on fera dans l’equation lineairc 

u = qs; 

1 ’equation en s ainsi obtenue aura pour integrale 

r dx 

8 —-- CLb I y 

J -'V 

a et b designant deux constantos arbitrages; on aura done, pour I’in- 
tegrale complete de l’equation 


d* a i da 
dx x x dx 


Texpression 

u=q(a+bf£ 


dx 

? 


bn 


dx 


,:;\j cos{x\/tfmir)dr. 


#| J cos(»y/^sii \r)dr | 

Si l’on suppose b — o, a — i, on aura, comme precedenunent. 


u— l -j cos (x sin/') dr. 

Nous ajouterons les remarques suivantes, relatives a cettc derniere ex¬ 
pression. 

311 . 

L’equation 

i r % , a . , , o i p o° 

kJq V ' 2 l 2 s . 4 s 2 S ./P.6‘ 

se verifie d’elle-rneme. En effet, on a 
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quo la sod ion a I’origine soil rolenue a la I(MH|M v ra turo constant!* i : 

ear, requalion 

<)“ i’ {)'* r 

I , | . , o 

(hr* <)r ()S* 

clan! salislailo, ia variation instantande tit* la temperature t*sf neoessat- 
mnmil millo. II men serait pas tit* memo si, apres avoir donne it rhatjtti* 
point intdricnr tin solid * 1 dont los eoordomiees soul ,r, y, r la tempera- 
(ttrt 1 initiate y, 3 ), on donnait it tons les pttittls dr la section it 
I’orijpiio la temperature constanlt 1 <>. On voil i , lairt , ini , nt. ct sttts auoun 
ealeul, tpit 1 , dans it dernier ras, I’etat tin solide ehangerail eontimnd- 
lt‘in<‘ii( <‘l «[tit* la cltalonr primitive <[it’il roitfermo se dissiperait pen it 
pen dans fair rt thins la masse f'roide tpti maiutienl la hast* it la tem¬ 
perature o. (le resnltat est tlti it la forme tie la fonetiou l .r.y, " . tpti 
devionl nolle lorstpit 1 .r ;t one valenr inlinie, eontme la question |e 
suppose. 

lit t'lfet si'inhliihlt 1 an rail lien si les temperatures initiales, an lien 
d'etre | ']/(.e, y, z), etaient ^ .*\ v, ; pottr ttitis les points intorteurs 
tin prisme, ponrvn qiu' la si*etion it Tontine fill tonjonrs reteiine it la 
temperature o. Dans 1 'nn et I’antre ras, les temperatures initiales m* 
rapproelierait'nt t'onlinuellement de la temperature eottstaule do mi¬ 
lieu, tpti est zero, et les temperatures finales seraient Unites mtlles. 

:i-27. 

ties prineipes efaul poses, eonsidertnts !e moinoment tie la elialetit 
dans deux [trisnies parfaitrnirnl e^aux a eelui tpn esj Pohjet de la 
ipiestion. Pour le premiersolide, nous siipposous tpte les temperatures 
initiales soul t -r, y, 31 t*l ijtit* la Itase A nuise me la temperature 
tixt* t. Pour It* seeontl solide, nous sttpposoijs tpti* les temperatures ini¬ 
tiates soul y, si et tpit* totis les points tie la liase A sunt rete¬ 

ll ns a la temperature o. II est manifest!* tpie, thins le premier prisme, 
le systeme ties temperatures ne pent point changer et tpie, thins le 
seeontl, re systeme varie eontinnellenieut jnstpi'a re tpu* toutrs les 
temperatures tievienneut nulles. 
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romposee de branches asymptotiques. Les abscisses qui correspondent 
aU xasymptotes sont^,^, •••i celles qui correspondentaux points 
d’intersection sont it, 2ir, 3 tt, .... Si maintenant on clove a l’originc 
une ordonnee egale a la quantite connue et que, par son exlremitd, 
onmene une parallele a l’axe des abscisses, les points d’interscction 
donneront les racines de l’equation proposee 

hi 

e tangs = jt • 

La construction indique les limites entre Icsquellcs chaque racine es( 
placee. Nous ne nous arreterons point aux procedes de oaleul qu’il 
faut employer pour determiner les valeurs des racines. Les reeherehes 
de ce genre ne presentent aucune difficult*!. 

329. 

2 ° On conclut facilement de l’equation generate (E) quo, plus la 
valeur de x devient grande, plus lc termc de la valour do v dans 
lequel se trouve la fraction e~ cc ^ ,i ^ n ' devient grand par rapport a ohaoun 
des suivants. En effet, n { , n 2 , n 3 , ... etant des quantites positives erois- 
santes, la fraction est la plus grande do toutos los fractions ana¬ 

logues qui entrent dans les termes subsequents. 

Supposons maintenant que Ton puisse observer la temperature d’un 
point de l’axe du prisme situe a une distance x extrememenl grand*!, 
et la temperature d’un point de cet axe situe a la distance x-h i, 
i etant l’unite demesure; on aura alors/= o, s = o, et le rapport de 
la seconde temperature a la premiere sera scnsiblement egal a la frac¬ 
tion Cette valeur du rapport des temperatures des deux points 
de l’axe est d’autant plus exacte que la distance x est plus grande. 

II suit de la que, si Ton marquait sur l’axe des points dontebaeun 
fut distant du precedent de 1’unite de mesure, le rapport de la tempe¬ 
rature d’un point a celle du point qui precede convergerait conlin'ucl- 
lement vers la fraction e ainsi les temperatures des points places 
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Les valeurs de n,, n,, n 3 , ... sont done 

I /hi 71 HTT 

zyr v ~v 

on en conclut, comine on l’a ditplus limit., quo, si l <*s( uiks tres petite 
quantite, la premiere valeur n est incomparaldoment plus petite <jue 
toutes les autres, et quo Ton doit omettre dans la valeur generale de c 
tous les termes qui suivent le premier. Si maintenant on snlistituo 
dans ce premier termc la valeur trouvee pour //, en remarquant quo 
1’arc nl et 1’arc ml sont egaux a lours sinus, on aura 


(’= COS 


fll f 

K 1 


cos 


fll. z 
Iv / 


i;, 

' H /. 


/hi 


en- 


le facteur y^qui entre sous les signos cosinus etanl (res petit, il s\ 

suit quo la temperature varie Ires pen pour les dillerenls [mints d’une 
meme section, lorsque la demi-epaisseur l est tres petite, tie resullal 
est, pour ainsi dire, evident de lui-memo; mais il est. utile de romarquer 
comment il estexplique par le caleul. La solution generale se reduit en 
diet a un seul terme, ii raison de la lenuite de la barro, et 1’on a, en . 
remplacantpar l’uniteles cosinus d’arcs extremement petits. 


Vi 


th 

k7 


equation qui exprime, dans le cas donl il s’agil, les temperatures sta- 
tionnaircs. 

On avait trouve cctte memo equation preebdemment (art. 7(5, p. .v> ; 
on 1’obtient ici par une analyse entierement dilferonle. 


331. 

La solution precedentc fait connaitre en quoi (‘onsiste le inouvement 
delachaleur dans 1’interieur du solide. Il est facile de voir quo, lors¬ 
que le prisme a acquis dans tous ses points les temperatures station- 
nairesque nous considerons, il existe, dans eliaque section perpendi- 
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culairea l’axe, un flux constant dechaleur qui se porte vers 1’extremite 
non echauflee. Pour determiner la quantite de ce flux qui repond a 
une abscisse x, il faut considerer que celle qui traverse, pendantl’unite 
de temps, un element de la section est - egale au produit du coeffi¬ 
cient K, de l’aire dydz et du rapport pr i s avec un s j gne C ontraire. 
II faudra done prendre 1’integrale 

depuis z =o jusqu’a z = l, demi-epaisseur de la barre, et ensuite 
depuis y = o jusqu’a y — l. On aura ainsi la quatrieme partie du flux 
total. 

Le resultat de ce calcul fait connaitre la loi suivant laquelle decroit 
la quantite de chaleur qui traverse une section duprisme; et Ton voit 
que les parties cloignees reooivent tres peu de chaleur du foyer, parce 
quo celle qui en cmane immediatement se detourne en partie vers la 
surface, pour se dissiper dans 1’air. Celle qui traverse une section quel- 
conque du prisme forme, si Ton peut parlor ainsi, une nappe de chaleur 
dont la densite varie d’un point de la section a l’autre. Elle est eonti- 
nuellement employee a remplacer la chaleur qui s’echappe par la sur¬ 
face, dans toute la partie du prisme siluee il la droite de la section : il 
est done necessaire que toute la chaleur qui sort pendant un certain 
temps de cette partie du prisme soit exactement compensec par celle 
qui y penetre en vertu de la conducibilite intericure du solidc. 


332 . 

Pour verifier ce resultat, il faut calculer le produit du flux otabli il 
la surface. L’element de la surface est dxdy, et, v etant sa temperature, 
hvdxdy est la quantite de chaleur qui sort de cet element pendant 
1’unite de temps. Done l’integrale hjdxjvdy exprime la chaleur 
totale emanee d’une portion finie de la surface. Il faut maintenant em¬ 
ployer la valeur connue de v en y en supposant z = l; puis integrer, 
une fois depuis y — o jusqu’a y — /, et une seconde fois depuis x = x 
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jusqu’a'.r — x>. On trouvera ainsi la moitio do la chaleur qui sort do la 
surface superieurc du prisme; et, prenanl qualro fois lc rbsultat, on 
aura la chaleur perdue par les surfaces suporiouro el inferieuro. 

Si Ton sc sort maintenaiit. de Fexpression A / dx / rdz, quo Ton 
donne a y dans e sa valeur /, que, 1’on iutogro, une fois depuis 3 o 
jusqu’a 3 = /, et une seeonde Ibis depuis ,r mjusqu'li .»• x, 011 aura la 
quatriemo partie de la chaleur qui s’behappe par les surfaces lalcrales. 

L’integrale A / dr f rdy, elant prise enlre les limiles designees, 
don no la valeur 

— Jl!!..: sin ml cos nh* -'V'"’ * 
m \Jm ' 1 -i- // 2 

pour chacun des (('run's 

at* f *" 9 vos m y cos n z 


de r, et Fintegralo A / dx / rdz domn' 

* 

* - ■ ?! a „„-, ros w/sin nlr J, s tm 1 • " ' ; 
nym* i n 1 

done la quantile de chaleur quo le prisme perd a sa surface, dans Ionic 
la partie si luce a la droile (hi la si'ction donl I'ahsi’isso (*st x, se emu- 
pose de (ous les (erinos analogues a eelui-ei 

■/ ' ■'* '"*( -sin/M/cosw/ i ' vnsml sin«/). 

y/nM'/t 4 \ w n ' 


I) un autre cote, la quantile de ehaleurqui penetre, pendant le memo 
lemps, a travers la section dent Fabsoisse est x se compose des termes 
analogues a celui-ei 


f\ K a \Jrn'' 
mn 


h //" 
— a 


r '/ mUn1 mini/sin h/\ 


il (!S( - done muicssaire que l’on ait lequalion 


K s/m* 4- «« . h 

" ~ m ~ n " stn n dm\ nl —-- - -... - sin ml cos nl 

. my m* (-«* 


l, 

n \m % 


van ml sin nl 


ou 

K(m* + «*) sin ml sin nl = km con ml sin nl 4 lm mimtmutdi 
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or on a Hojiaroiiioiif 

K m 1 sin ml Mil ni 


nil 


Am okw / sin nt 


nil li miss! 

III! 


m s'mmt it 

nt suit K ’ 

K o ' 3 mu ;#/ hhi ml hn ms/#/ sin ml 

## sin #il A 

I'fh #1/ K * 
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On voit par ce resultat que la temperature des differents points de 
1’axe decroit rapidement a mesure qu’on s’eloigne de l’origine. Si done 
on platjait, sur un support echauffe et maintenu a unc temperature 
permanente, un prisme d’une hauteur infinie, ayant pour base un 
carre dont le demi-cote l serait tres grand, la chaleur sc propagerait 
dans l’intericur du prisme et se dissiperait par la surface dans 1’air 
environnant, qu’on suppose a la temperature o. Lorsque lc solide 
serait parvenu a un etat fixe, les points de 1’axe auraient des tempera¬ 
tures tres inegales et, a une hauteur equivalente a la moitie du ebte 
de la base, la temperature du point le plus echauffe serait moindre que 
la cinquieme partie de la temperature de la base. 



CHAPITRE VIII. 


DU MOUVEMliNT DE LA CI1ALEUR DANS UN CUBE SOLIDE. 


333 . 


II nous reste encore a faire usage de l’equation 


(«) 


<?('_ K / d i i-’ <’ d ! c\ 

^7 Cl> + df- + 77/ 


qui represcnte le mouvcmcnt de la chalcur dans un solide de forme 
cukique expose a I’action de 1 ’air (Sect. V du Chapitre II, p. 106). On 
choisira en premier lieu pour e la valeur tres simple 

e~"‘‘cosnx cos py cosqz~, 

ct, en substituant dans la proposee, on aura 1’equation de condition 

m = fc(u 2 -hp- -j- 7*), 

la Iettrc k designant le coefficient II suit de la que, si Ton met au 
lieu de n, p, q des quantites quelconques et si Ton prend pour m la 
quantite £(n 2 -h/j 2 -+- q~), la valeur precedente de v satisfera toujours 
a l’equation aux differences partielles. On aura done l’equation 

v = *-</*) * cos nx cos py cos qz. 

L’etat de la question exige aussi que, si x change de signe et si v et s 
demeurent les inemes, la fonction ne change point; et que cela ait 
aussi lieu par rapport a y et par rapport a z; or la valeur de v satisfait 
evidemment a ces conditions. 
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. 331 . 


Pour expi'iiner l’etat de la surface, on empluiera les equations sui 


vantes 


V>) 


L 1' J 

±k T --h/M' <>» 

(hr 

. dr . 

:h K -r— - \ h c <>, 
()y 

± K ~ - I h e °* 


Elies doivent el.re salisfailcs ( 4 ) lorsque Fern a .r i a % on r - * a t 
on z = ±z a. On prend le renin 1 du ruin 1 pour Fori^ine di\% roordou- 
nees et le cote est designe par *±a. 

La premiere des equations (b) donut 1 


on 


ip e~ ml n sin/i x cos py cos q z 


h 

K 


cos tur ms py cos// j 


< i 


n tang nx { 


h 

K 




equation qui doit avoir lieu lorsque.r =:. i a (- . 

lien resulte que Hon no pout pas prendre pour n line \aieiir qtiel- 
conque, mais quo colic quantile doit satisfaire ii la condition 


net lang/m 


h 

K 


a. 


C 1 ) Plus exacloment, on doit avoir 


pour x = a el 


K-f h-/u.« o 

<)x 

- ■ K -h /«' r- (, 

dr 


pour x a ) et cola, quols quo soientj' ot z . Cot 6mmc4 s* 6 tend d«* utix \ 

autres equations. ^ ^ 

C) Avec correspondanco dos sigues, c’esU-diro on doit prendre ,r - ■» „ ,'d ,w de 
1 equation r 

— n tang nx~\~ A ^ 0 , 

& 

et x = — a dans le cas contrairc. # . It 
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ecrits dans les trois lignes horizonlales, el ies quantiles r/,, a it a,. ... 
sont dcs coefficients inconnus. Or, selon Fhypothost*, si I'ou fait / o. 
la temperature doit etre la memo pour tons Ies points du rube. U fanl 
done determiner a ,, <t a , (/ :l , ... en sorte quo la valour do e soil enn- 
slante quelles quo soient cellos do ,r, tie >' ot do s, pourvu quo oha- 
cuno de cos valours soil comprise outre a ot a. Dosignant par i la 
temperature initiate eommune a feus les (mints du suiido, on posora 
Ies equations 

t : fT ( cos/t t .r | f/jcos n t .r i //,(•<>*««,»■ - » 

r - a j cox ft [ )' l </.,oos/(, o ! rtjt'iwwj t ■ . , 

i ... a { cos n v z i a t cos z » ti A ensft x c • . 


dans lesquelles il s’agit do determiner a 3 , </,.\pros awnr tnn! 

tiplie chatpie membro do la premiere par nis«,.i't/.r, tin intogror.t 
depuis at -o jusqu’a .r a : or il rdsulte do ('analyse employee piv 
ccdemment (art. .‘125) quo Ton a 1’dquatiou 


'.4 Sill fl { (l COS fl j 


■4 MU n*tt ci»s # 


( sin •>. fi x (t \ t Hin i $$.,*§ , 

lift M fl^tf I 

\ ’\/lx<t 1 1 I /!,«# I 


nant par (x 4 - la quantile * ( i i 


sin \ n i n 
'K n t tt 


> till a HIM 


i . 


sin n { a 


cos n^r 


Sll) ll t (l 

i 


sill f! % ii 

nis/n.r t run**, # 


cotto equation aura loujours lieu lorsqut* Tmi «limu«*r#i a nnr uilrm 
comprise entre a el a . 


On pout en rondure (’expression genera le tit* r; Hie r%t (liutiiet* pai 
I equation suivante. : 


c 


f sin n , a 
\ 

i sin fix a 

\ i 

("sin n { a 

\ 


COS fl i 

,rr *"! <.) 

r»§ Hfij.re h ***' 




COS 


rtii r 4#, # # 

(*0S//| 

3C *»'< | 

COS /I, X r 4 * 1 

fhdili * 
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336. 


L’expression de v est. done formee du produit de trois fonctions sem- 
blables, l’une de oc, 1’autre de y et la troisieme de s, ce qu’il est facile 
de verifier immediatement. 

En effet, si, dans 1 ’equation 

dv _ . (d'v a 2 r d'-v\ 

Tt z - A \dxi + dy> + d7>)' 

on suppose 

v = XYZ, 


en denotant par X une fonction de x et i, par Y une fonction de y et t, 
et par Z une fonction de s et /, on aura 


XY 


az 

dt 


-t- xz 


dY 

dt 


YZ 


ax 

dt 


k[ XY 


a-z 

dz- 


-hXZ 


a 2 Y 

dr 2 


YZ 


a 2 x \ 

dx*-)’ 


on prendra les trois equations separees 


az epz aY_,anr ax _ a-x 

dt 1 dz- y dt 1 dy~ ’ dt ~ 1 cLr- 


On doit avoir aussi, pour la condition relative a la surface, 


av A „ 

. 4- -- V — O, 

dx k 


d’ou l’on deduit 


av a „ 

--h V = o, 

dy K 


av h „ 
a^ + K' ’ 


ax h v 

-h r X = o, 

dx k 


a Y A , 

ay + k 


az a r , 

jz + K Z -°- 


II suitde la que, pour resoudre completement la question, il suffit 
de prendre l’equation 


du 

dt 


. d*u 

x 'a.r 2 ’ 


et d’y ajouter l’equation de condition 
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qui doit avoir lieu lbrsque ac = a. On mettra ensuite y ou s a la place 
de x, et Ton aura les trois fonctions X, Y, Z, doiit le produit est la va- 
leur generate de v. 

Ainsi la question proposee est resolue commc il suit : 


9 (a?, V) — 


sin n x n 
n x a pi 


i> = <?(&, t)c?(z, t), 

cos Mj xe ~ kn ' 1 -+- sin -- 2 — cos tuxe ~ kn ' 1 
iu a [j. 2 

si nn 3 a . a , 

H-— cos n z jce~ kn * 1 H- ...; 

n z ap z 


//,, n. 2 , n 3> ... sont donnes par I’equation suivantc 


s lange = 



dans laquelle e represente ncr, La valour de p.,- est 

1 / sin2/i,«\ 

2 \ 2 Hj Cl / 

On trouve do la memo manierc les fonctions y(y, l), <p(s, /). 


337. 

On pent se convainere quo colic valeur de v resout la question dans 
toutc son ctcnduc, et quo l’integrale complete de 1’dquation aux dide- 
rences parlielles [a) doit necessairemcnt prendre eelte forme pour ex- 
primer les temperatures variables du solidc. 

En elfet, 1 ’expression de v satisfait a l’equation (a) et aux conditions 
relatives il la surface. Done les variations des temperatures qui resul¬ 
ted dans un instant de Taction des molecules et do faction de Fair 
sur la surface sont cellos quo Ton trouveraiten diderenliant la valour 
de v par rapport a t. Il s’ensuit que si, au commencement d’un instant, 
lafonction v represente le syslemo des temperatures, elle representora 
encore cclles qui ont lieu au commencement de 1’instant suivant, et 
l’on prouve dc memo que 1’dtat variable du solide sera toujours ex¬ 
prime par la fonction v, dans laquelle on augmentera continucllement 
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la valour de t. Or cettc meme fonction convient a l’etat initial clone 
ellc representcra tous les etats ulterieurs du solide. Ainsi, Ton est 
assure que toute solution qui donnerait pour v une fonction differente 
do la precedente serait erronee. 


338 . 

Si l’on suppose que Ic temps ecoule i est dovenu tres grand, on 
n’aura plus a considerer que le premier termc de 1’cxpression de v; 
car les valours n.,, ... sont rangees par ordre, en commencant par 
la plus petite. Cc terme est clonne par 1 ’equation 

/sin n i a\ z n . a 

(’= ——— cos^,.r cosn x y cos/iize~ zkn ^: 

voila doncl’etat principal vers lequel le systeme dcs temperatures tend 
oontinucllcmcnt, el, avec lequel il coincide sans erreur sensible an 
bout d’un certain temps. Dans cet ctat, la temperature de chacun cles 
points decroit proportionnellemcnt aux puissances de la fraction 
alors les etats successifs sont tous scmblables ou plutot ils ne diffe¬ 
rent quo par la quantite des temperatures, qui diminuent toutes 
coinmc les tonnes d’une progression geometrique en conservant leurs 
rapports. 

On trouvera facilement, au moycn de 1 ’equation precedente, la loi 
suivant laquelle les temperatures decroissent d’un point a l’autrc dans 
le sens des diagonales ou des aretes du cube, ou enfin d’une ligne 
donnec de position. On reconnaitra aussi quelle est la nature des sur¬ 
faces qui determinant les couches de meme temperature. On voit que, 
dans l’ctat extreme ct regulier que nous considerons ici, les points 
d’unc memo couclie conservent toujours la memo temperature, ce qui 
n’avait point lieu dans l’etat initial ct dans ceux qui lui succedent im- 
mediatement. Pendant la duree infinie de co dernier etat, la masse se 
divise en une infinite de couches dont tous les points ontune tempera¬ 
ture commune. 
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339. 


II est facile de determiner, pour un instant donnc, la temperature 
moyenne de la masse, c’est-a-dire celle quo l’on obtiendrait on prenant 
la somme des produits du volume do ehaque molecule par sa tempera¬ 
ture et en divisant cette somme par le volume enlier. On formera ainsi 


Fexpression ff fdz , qui est celle de la temperature 


moyenne V. L’integrale doit etre prise suceessivement par rapport a or , 
a y et a s, entre les limites — a et a; v etant egal au produit X.YZ, on 
aura 


(a ayV^jxdx I Y cly j Z dz ; 

a * X d r \ 3 

‘ J ; car les trois integrates 


totales ont une valeur commune; done 


y/V ■ 


sni/i, a \ - i 


sin n t a \- 

n t u J 


+ ) L r *n\t .j 


n t a J f x I 

-<a quantite na equivaut a e, qui est une raeine de l’equation 

* ha 

fitange--j,-, 


et [/. est egale a - 4 - On a done, en designant les cliderentes 

racines de cette equation par e,, e a , .. 

•t/y-/'*™*A 5 « *" , /sine,\* e*" 5 

2 \ £ i / j^ sinae, \ s a / ^ . Kin'Ae, 1 ‘’ 

as, 11 .ae, 

e, est entre o et-, e, est entre uet les moindres limites it, ittz ,... 

approchent de plus en plus des racines z s , e 3 , ... et finissent par se 
confondre avec elles lorsque 1 ’indice i est tres grand. Les arcs doubles 
2£,, 2£ 2 , ... sont compris entre o et it, entre 2ir et 3 it, ...; e’est pour- 
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tures que 1’on observe ont une expression de cette forme 

iht 

ke cu «. 

Si maintenant, dans l’equation 

na cos na h 

sin/ia ~~~ 1 K a ’ 

on suppose que le second membre differe tres pou de l’unitc, on 
trouve 

h _ n-a 

K “ 


3 h 

done la fraction e~ kn ' est e w, “. 

On conclut de la que, si le rayon de la sphere est tres petit, les vi- 
tesses finales du refroidissement dans ce solide ct dans le cube circon- 
scrit sont egales et. qu’elles sont 1’une et l’autre en raison inverse du 
rayon; e’est-a-dire que, si la temperature d’un cube dont le demi-eote 
est a passe de la valeur A a la valeur B dans le temps /, une sphere 
dont le demi-diametre est a passera aussi dans lc memo temps de la 
temperature A a la temperature B. Si la quantile a venait a changer 
pour l’un et l’autre corps et devenait a', lc temps neeessairo pour 
passer de A a B aurait une autre valeur l' et le rapport des temps l et /' 
serait celui des demi-cotes a eta'. 

II n’en est pas de meme lorsque le rayon a est extremement grand ; 
car £ equivaut alors a et les valeurs de na sont les quantiles it, arc, 
3 it, — On trouvera done facilement, dans ce cas, les valeurs des frae- 

— Li! yt 3 k 712 A* 

tions e , e~ k ' l '\ ces valeurs sont e et e “*. On tire do la ccs 
deux consequences remarquables : 

i° Etant donnes deux cubes de grandes dimensions, dont a et a! 
soient les demi-cotes, si le premier emploie le temps t pour passer de 
la temperature A a la temperature B, et le second le temps i' pour ce 
meme intervalle, les temps t et t' seront proportionnels aux carres a 2 
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temperature ne peut avoir cette forme simple qu apres qu il s esl ecoule 
un temps considerable, a moins quo 1 ’etat initial donne ne soil. Ini- 
mem e represente par la fonction cos.-rcosy cos 3. C’est ce quo 1 on a 
suppose dans la Section VIII du Chapitrc I (art. 100 , p. «»)• I/analysc 
precedente demontre la verite dc Fequation employee dans 1 article 
que Ton vient de citer. 

On a traite jusqu’ici les questions fondamentales de la lheorie de la 
chaleur et considere Taction dc cet element dans les corps prinri- 
paux. L’ordre et l’espece des questions out etc lellement ehoisis quo 
c-hacune d’elles presentat une difticulte nouvcllo el d’un degre plus 
eleve. On a omis a desscin les questions intermddiairvs, qui sunt en 
trop grand nombre, tellcs quo la question du mouvement liueaire de 
la chaleur dans un prisme dont les extremites seraieut relenuos a des 
temperatures fixes, ou exposees a Fair atmosphdrique. On pourrait 
generaliser Fexpression du mouvement varie de la chaleur dans le 
cube ou le prisme rectangulairc qui so rclroidit dans un milieu aeri- 
forme, et supposer un etat initial quclcon<[ue; cos recherches n‘e\i- 
gent point d’autres principcs quo ceux qui sent expliques dans cel Ou- 


vrage. 
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DE LA DIFFUSION DE LA CHALEUR. 


SECTION I. 


DU MOUVEMENT LIBRE DE LA CHALEUR DANS UNE LIGNE INFINIE. 


342 . 

On considere ici lc mouvement de la chaleur dans une masse solide 
homogene dont toutes les dimensions sont infinies. On divise ce solide 
par des plans infiniment voisins et perpendiculaires a un axe commun, 
et Ton suppose d’abord qu’on a ecliauffe une seule partie de la masse, 
savoir cello qui cst comprise cntre deux plans A et B paralleles, dont 
la distance est g. Toutes les autres parties ont la temperature ini- 
tialc o; mais chacun des plans compris entre A et B a une temperature 
initiate donnee, quc Ton regarde commearbitraire, etqui est commune 
a tous ses points; cette temperature cst differente pour les differents 
plans. L’etat initial de la masse etant ainsi defini, il s’agit de deter¬ 
miner par le ealcul tous les ctals successifs. Le mouvement dont il 
s’agit est seulement lineaire, et dans le sens de 1’axe des plans; car il 
est evident qu’il ne peut y avoir aucun transport de chaleur dans un 
plan quelconque perpendiculaire a cet axe, puisque la chaleur initiale 
de tous ses points est la meme. 

On peut supposcr, au lieu du solide infini, un prisme d’une tres 
petite epaisseur, et dont la surface convexe est totalement impene¬ 
trable a la chaleur. On ne considere done le mouvement que dans une 
ligne infinie, qui est l’axe commun de tous les plans. 

La question est plus generate lorsqu’on attribue des temperatures 
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entierement arbitrages a tous les points dc la partic dc la masse qui a 
ete echauffee, tous les autres points du solide ayant la temperature ini¬ 
tiate o. Les lois de la distribution dc la chaleur dans une masse solide 
infinie doivent avoir un caractere simple et remarquable, parce quo le 
mouvement n’est point trouble par l’obstacle des surfaces et par Tac¬ 
tion du milieu. 

343. 

La position de chaque point etant rapporlcc a trois axes rectangu- 
laires, sur lesquels on mesure les coordonnees .r, y, z, la temperature 
cherchee est une fonction des variables if, y, z et du temps t. Cette 
fonction e ou cp(aj, y, z, t ) satisfait ii Tequation generale 

dp_ K _{<Py <?*c\ 

dt~ Cl) Vdx 2 ' l ~ dy* ds *)' 

De plus.il est necessaire qu’elle represente Petal initial, qui est arbi- 
traire; ainsi, en designant par F(a?, y, z) la valour donnec. de la tem¬ 
perature d’un point quelconque, prise lorsque Ie temps est mil, e’est- 
a-dire au moment oil la diffusion commence, on doit avoir 

(6) <p(#. 7 ,s,o) = F(.r, _v, s). 

II faut trouver une fonction e des quatre variables ,r, y, z, t qui satis- 
fasse a Tequation differentiellc (a) et a Tequation determinee (/;). 

Dans les questions que nous avons trailers precedemment, Tintd- 
grale est assujettie a une troisieme condition qui depend de Total de 
la surface. C’est pour cette raison que Tanalysc en est plus composer 
et que la solution exige 1’emploi des termes exponentials. La forme de 
Tintegrale est beaucoup plus simple lorsqu’elle doit seulement satis- 
faire a 1’etat initial, et il serait facile de determiner imrnedialemont le 
mouvement de la chaleur selon les trois dimensions. Mais, pour ex¬ 
poser cette partie de la theorie et fa ire bicn connaitre suivant quelle 
loi la diffusion s’opere, il est preferable de considdrer d’abord le mou¬ 
vement lineaire, en resolvant les deux questions suivantes; on verra 
par la suite comment elles s’appliquent au cas des trois dimensions. 
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solitle est exprime par la figure de la courbe. Nous designerons par 
( > = F(a;) l’equation donnee qui correspond a l’etat initial, et nous sup- 
posons d’abord, pour rendre le calcul plus simple, que la figure ini- 
tiale de la courbe est composee de deux parties symetriques, en sorte 
que 1’on a la condition 

F (x) = F(— oc). 


Soil 


dans l’equation 

on fera 
et Ton aura 



IIL 

CDS 



dv _ , (Y- v 

Tt~ dx- 


— hv 9 


v = e~ ,lt u 9 

du _ , d- u 

dt ~~ 1 Ox ' 2 


On prendra pour u la valeur particuliere co&qx; a et q sont des 

constantes arbitral res. Soient^,, q.,, q 3 , ... unc suite de valeurs quel- 
conques de q, et a,, aa 3 , ... une suite de valeurs corrcspondantes 
du coefficient a; on aura 


u = a i e~ k '^‘ c,Q < s,q x x -+- a t e~ k v' t tosq^x H- a % e~ k i '> 1 cosc/ 3 .r 


Supposons : i° que les valeurs q x , q. x , q 3 , ... croissent par degres in- 
liniment petits, comme les abscisses q d’une certaine courbe, en sorte 
qu’elles dcviennent egales a dq, 2 dq, 3 dq ,..., dq ctant la difiTdrcnticdle 
constante de l’abscissc; 2 ° que les valeurs a,, a 2 , a 3 , ... soient pro- 
portionnelles aux ordonnees Q de la meme courbe, et qu’elles dcvicn- 
nent egales a Q,rfy, Q.<>dq, Q 3 dq, ...» Q etant une certaine fonction 
de g. II en resulte que la valeur de u pourra etre exprimee ainsi 

«= J Qe _ *?'‘cos^ dq. 

Q est une fonction arbitraire f{q), et I’integrale pcut etre prise de 
q = o a q — co. La difficult se reduit a determiner convenablement 
la fonction Q. 
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346. 

Pour y parvenir, il faut supposer t= o dans l’expression de u et 
l’egaler a F(a?). On a ainsi l’equation de condition 

F (x) — J 'Q cos qxdq. 

Si l’on mettait au lieu de Q une fonction quelconque de q, et que l’on 
achevat l’integration depuis q = o jusqu’a q = oo, on trouverait une 
fonction de x; il s’agit de resoudre la question inverse, e’est-a-dire de 
connaitre quelle est la fonction de q qui, etant raise au lieu de Q, don- 
nera pour resultat la fonction F(a?), probleme singulier dont la solution 
exige un examen attentif. 

En developpant le signe de i’integrale, on ecrira comme il suit 
l’cquation dont il faut deduire la valeur de Q 

F {x} — Q[ cos< 7 i x dq -t- Qj, o,^i,q i xdq -t- Q 3 cos^a; dq . 

Pour faire disparaitre tous les termes du second membre, excepte un 
seul, on multipliera de part et d’autre par cos rxdx, et 1’on integrera 
ensuitc par rapport a x depuis x — o jusqu’a x — n-it, n etant un 
nombre infini; r represente une grandeur quelconque egale a l’une des 
suivantes 

^2j ^3j 

ou, ce qui est la meine chose, 


dq, *idq, 3 dq, .... 

Soient q t une valeur quelconque de la variable q, et qj une autre 
valeur qui est celle que l’on a prise pour r; on aura 


et 


r=jdq 
q = idq. 


On considerera ensuite le nombre infini n comme exprimant com- 
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bien 1’unite de longueur contient de fois l’element dq, en sorte quo Ton 
aura 


i 



En procedant a l’integration, on reconnaitra quo la valour do rinlc- 
grale / cosqxcosrxdx est nulle toutes los fois quo r ol q sent dos 
grandeurs differentes; mais cette meme valour do l’inlegrale ost ~ 
lorsque q — r. II suit de la quo l’integration elimine dans lo second 
membre tous les termes, excepte un soul, savoir celui qui contionl 
qj ou r. La fonction qui affecte ce meme terme cst Q y -; on aura done 




¥ (x) cosqx dx : 


nit 


Qjd,/; 


et, mettant pour ndq sa valeur i, on a 


nQj 

2 



COS qx dx ; 


on trouve done, en general, 


llQ 

2 



cos qx dx. 


Ainsi, pour determiner la fonction Q qui satisfait a la condition pro¬ 
pose, il faut multiplier la fonction donnec F (.•*;) par oos«y.r dx, ol in¬ 
teger de a; nulle a x infinie, en multipliant lo rcsultal j>ar o.’osl- 
a-dire que, de 1’equation ' 

p oo 

$(*) = /(q)cosqxdq, 

on deduit celle-ci 

2 /*“ 

— F(«)cos qxdx. 

VO 

En substituant la valeur de f(q) dans l’expression do F^.r), on 
obtient l’equation generale 
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348. 

Supposons en premier lieu que toutes les temperatures initiales ties 
points compris entre a et b, depuis x = - i jusqu’a x = i, aient 
pour valeur commune i, et que les temperatures de tous les autres 
points soient nulles. La function F(a?) sera donnee par cctte condition. 
II faudra done integrer, par rapport a x, depuis x = o jusqu’a x=i; 
car lc reste de l’integrale est nul d’apres Fhypothesc. On trouvera 
ainsi 

q = £ 

71 <1 

et 

e-q'ki cos qx sin q 

Le second mernbre peut etre facilemcnt converti en serie convcrgente, 
commc on lc verra par la suite; il rcprcsenlc cxaelement Fetal. du 
solide en un instant donne et, si Ton y fait l = o, on exprime Fetat 
initial. 

Ainsi la fonction 

a n . d<, 

- I sine; cos a x — 

‘1 

equivaut ii Funite si Ton donne a x une valeur queleonque comprise 
entre — i et i, mais cette fonction est nullc si Ton domic a x toute 
autre valeur non comprise efttre — i et r. On voit par la que les func¬ 
tions discontinues peuvent aussi etre exprimees en integrates definics. 

349. 

Pour donner une seconde application-dc la formule precede)) le, 
nous supposerons que la barre a ete echauffcc on un de ses points par 
Faction constante d’un meme foyer, et qu’clle est parvenue a Fetat 
permanent que l’on sait etre represente par une eourbe logarith- 
mique. 

II s’agit de connaitre suivant quelle loi s’opdrera la diffusion de la 
chaleur apres qu’on aura retire le foyer. En d^signant par F(a?) la va- 



cii vrmu; i \. 


i»im sion nr, i. v <;h u,iu u. 


Irtir initial*' ill- la lrnt|ti laltu*'. mi am a ail. 7«> 

III 

I ■■ \< ‘ U \ 

\ i*s| |a I nii j*n a f ill’** itttfialr 'hi j *« * 111 1 Ir J‘ttm r«if»tfl!ft\ t hi l«*ra, \ntt\V 
Hiiii}ilili« , i h* nilrtth 

1 1 ^ Ks 

( III A < 1 ** 11 ®" 

I - ; 

nil nil ilnllSil 

II J i 

I * * < ; ' u 1 

ii , |»i tiiaiil 1 * 1111«* tn r * i S * ■ * S * * t null*' .» * iiilim* 4 , 

- n ? 

! i '/ 

\iiihi |,i \a\v\u ilr i m i *f f » ' t ‘hutnrr jni 1 i’«j 11 ,ifi*>ii ^imaiifr : 


Si Van l.iii / »*, mi *mi a 


{ i* ijni i >*n a T* f*if I * ! , \|*i j . f tf<f v* Jiii* 

% #i ii j ^ < 111 m t \ i 4 i Ji»jn< i «| n * i * fmn I n *it I i » <j*ii ri i jtnm i iitr 1 Hat 

III If 1 , 11 , in- I f j *411 , « |.oi!il ilr I.ihni, h a j * M' * I l«»lH*jlir « *!•** 

unit iii>:.ilin . * .4 1 l.« < halnir I riiiif!iiiiiii(iii‘i' jm r if* 

I'rliil Hi l:, 1 1 fill Inttir * * ' I j*i«*)«a * «• r palrffirft f *1 U tlliillr «*t a hi 

pain In* iln j «» l-n mi ititimHmft mnif. II *Viimu! *|iir la \mw 

■ lout i rijll.iliitn Ml t(( 

» ’ i * ‘""S 



396 THEORIE DE LA CHALEUR. 

est composee de deux branches symetriques que I’on forme en repe- 
tant, a gauche de l’axe de y, la partie de la logarithmique qui est a la 
droite de cet axe et a pour equation 

y = e ~* 

On voit ici un second exemple d’une fonction discontinue exprimee 

2 C °° COS CJ T 

par une integrate definie ('). Cette fonction - J — d( l equivaut a 
er x Iorsque x est positive; mais elle est e x lorsquc x est negative. 

351. 

La question de la propagation de la chalcur dans une barro intinie 
dont l’extremite est assujeltie a une temperature constantc se reduil. 
comme on lc verra dans la suite, a celle de la dilfusion de la chalcur 
dans une ligne infinic; mais ilfaut supposer que la chalcur initiate, an 
lieu d’affecter egalement les deux moities eontigues du solidc, y est 
distribute d’une manibre contraire; e’est-a-dire qu’en representant 
par F(.r) la temperature d’un point dont la distance an milieu de la 
ligne est x, la temperature initiate du point oppose, pour lcqucl la dis¬ 
tance est — x, a pour valeur — F(t»). Cette seconde question diilere 
tres peu de la precedente et pourrait etre resolue par une methode sem- 
blable; mais il est preferable de faire dependro sa solution de l’analyse 
qui nous a servi a determiner le mouvement de la chalcur dans les 
solides de dimensions finies. 

Supposons qu’une partie ab [Jig. j6) de la barro prismatique intinie 
soit echauffee d’une maniere quelconque et que la partie opposee«(3 
soit dans un etat pareil, mais de signe contraire, tout le rcste du solide 
ayant la temperature initiate o. On suppose aussi que lc milieu envi- 
ronnant est entretenu a la temperature constante o, et qu’il recoit do 
la barre ou lui communique la chaleur par la surface extericure. II 

0) II ne s’agit plus ici d’une fonction rdellemenl discontinue, mais pluLdt d’uno fonction 
exprimee par deux lois diffdrentes suivant que la variablo esl positive ou n6gativo. 

g. a 
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s’agit dc trouver quelle sera, apres un temps donne t, la temperature v 
d’un point dont la distance a l’origine est x. 


Fig. 16. 



a-' a o " b ~r 





2 J> _ 

X 


On considerera d’abord la barre echauffee comme ayant une longueur 
finie 2X, et comme etant soumise a une cause exterieure quelconque 
qui rctient ses deux extremites a la temperature constante o; on fera 
cnsuite X = oo. 

352. 

On emploiera d’abord l’equation 


ou 

et, faisant 
on aura 


dv 


K d-v 


HL 


dt ~~ Cl) dx* CDS 


dv , <J*i’ . 

Tt =k dp- hvi 


ne~ 


da 

dt 


d 2 u 
dx 2 


On cxprimera comme il suit la valeur generale de u 

u = a % e- k #' c sin^!^ -b a^e^^sing^x -b a z e~ k &smg z x -b.. 

l'aisant ensuite x = X, ce qui doit rendrc nulle la valeur de v, on aura, 
pour determiner la serie des exposants g, la condition 

sin^-X = o ou gX = in, 



THfiORIE DE LA CHALEUR. 


398 

i etant un nombre entier. Done 




. 71 . 0 ? 

sin -rr -+- a%e 




sins 


izx 

X 


II ne reste plus qu’a trouver la serie des constantes a { , a 2 , a 3 , — Fai- 
sant t = o, on a 


:F(*): 


. 7T3? . 7T# 

: a! sm-^r- 4- sins •*^7- 


_ /» ein • 


> 7T X 


Soit — =r, et designonsF(») ou par/(r); on aura 

/(/•) = «1 sin/- 4- a 2 sin 2 /' 4- « 3 sin3/- -t-- 


Or on a trouve precedemment 

2 r % 

«J=- / f{r) sinir dr; 
^ Jo 

F(«) sint^ilr. 


done 


L’integrale devait etre prise der = oar = -rt; done elle doit etre prise, 
par rapport a x, depuis x — o jusqu’a x = X. En faisant ces substitu¬ 
tions, on forme l’equation 


. . %x , 
c) sin y «J? 


(«) 


^ v— ^e~ ht ***sin^jf F(«) 

4 - e * * x * sin2 F(x) sin 2 rf.r 4-.. 


353. 

Telle serait la solution si le prisme avait une longueur tinie repre¬ 
sentee par 2X. Elle est une consequence evidente dcs principes quo 
nous avons poses jusqu’ici; il ne reste plus qu’a supposer la dimen¬ 
sion X infinie. Soit X = mt, n etant un nombre infini; soit aussi g une 
variable dont les accroissements infiniment petits dg sont tous egaux; 
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on ecrira — au lieu de n. Le terme general de la serie qui entre dans 
l’equation (a) etant 


— i'k 

e 


TC 2 / 

x 7 


f\ 

r,, x . .71X 

r (x) sin 


dx, 


on representera par le nombre i, qui est variable et qui devient in- 
fini. Ainsi l’on aura 


X = 


dq 


I 




En faisant ces substitutions dans le terme dont il s’agit, on trouvera 


%inqx J F(a;)sin qxdx. 


Chacun de ces tcrnies doit etre divise par X ou il devient par la 

une quantile infiniment petite, et la somme de la serie n’est autre 
chose qu’une integrale, qui doit etre prise par rapport a q de q = o a 
q — co. Done 


(«) 


~ a~ k 'i tl sin qx dqJ' F(.») sinqxdx. 


L’inlegrale par rapport a x doit etre prise de x = o a x = co, ce qui 
donne une fonclion de q; et la secondc integrale doit etre prise par 
rapport ii q de q = o a <7 = 00. On peut aussi ecriro 


ou 


7T(’ 


711’ 


f oo rtoo 

slnqx dq I F(a) slnqocdx 
Jo 

/ » /•*«© 

F (a) doc I e-W* sin qx sin qotdq. 
Jo 


L’equation (a) conticnt la solution generate de la question ; et, en sub- 
stituant pour F(a?) une fonction quelconque, assujettie ou non a une 
loi continue, on pourra toujours exprimer en a; et £ la valeur de la 
temperature : il faut seulcment remarquer que la fonction F(a?) cor¬ 
respond a une ligne formee de deux parties egales et alternes. 
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354 . 

Si la chaleur initiale est distribute dans Ie prisme de telle maniere 
que la ligne FFFF [fig. 17) qui represente cet ttat initial soitforinee 

Fig. 17. 



0 


de deux arcs tgaux places a droite et a gauche du point fixe o, le mou- 
vement variable de la chaleur est exprime par l’equation 

7i (’ f iX r M 

— = e~ ht I F(a ) da I e~ k ^ 1 0,0$ qx COS qadq. 

^ «A) *sQ 

Si la ligne ffff {fig. x8) qui represente l’ttat initial est formee de 


Fig. 18. 


/ 




deux arcs pareils etalternes, l’integrale qui donne la valour do tempe¬ 
rature est 

7 T f ,t0 ( itf> 

— = e~ ht I /(a) da I e~ k i'‘sinqa; sinc/a dq. 

2 •/) */> 

Lorsqu’on supposera la chaleur initiale distribute d’unc maniere quel- 
conque, il sera facile de conclure des deux solutions prtctdentes l’ex- 
pression de v. En effet, quelle que soit la fonction 9 (a?) qui rcprosente 
la temptrature initiale et donnte, elle se dtcompose toujours en deux 
autres F(a?) -+- f{x), dont l’une correspond a la ligne FFFF, et l’autrc 
a la ligne ffff, en sorte que Ton a ces trois conditions : 


F(*) = F(-*), f(x) — — f{—x), 9(«) = F (*)+/(*)• 
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On a deja fait usage de cette remarque dans les articles 233 et 234. 
On sait aussi que chaque etat initial donne lieu a un etat variable par- 
tiel qui se forme comme s’il etait seal; la composition de ces divers 
etats n’apporte aucun changement dans les temperatures qui auraient 
lieu separement pour cliacun d’eux. II suit de la qu’en designant par v 
la temperature variable produite par l’etat initial que represente la 
fonction totale <p (a?), on doit avoir 


71 f’ 


r x»oe stoo 

~hi\ I e-^^cos qxdq j F (a) COS# a da 

/ OO XiOO ~| 

e~ k i H sin q x dq I /(a) sinqocdoc 1. 


Si 1’on prenait entre les limites — x> et -+- oo les integrates par rap¬ 
port a a, il est evident que Ton doublerait les resultats. On peut done, 
dans l’equation precedente, omettre au premier membre le denomina- 
teur 2 , et prendre dans le second les integrates pour a depuis a = — co 
jusqu’a a = h- oo. On voit facilement aussi que Ton pourrait ecrire 

-|-oo ‘ 

I ip(aj cosya afoc au lieu de / F(a) cos^a da ; car il resultc de la 

— oo J — oe 

condition a laquelle est assujettie la fonction/(a) que Ton doit avoir 

✓*4- oo 

o nz. I /(a) COS7a da- 

«y — oo 

-Hoe ( z^H-oo 

On peut encore ecrire I y(a)sinqada au lieu de J f{a)s\nqada, 
car on a evidemment 

z* -4- oo 

o = / F(a) §\nqada. 

d — oo 

On en conclut 


TT (' 


oo P^-t-oo /»+•« 

— Q—hl 1 e -*?’< dq I j <p(oc)cosqacosqxday(oc) sin qcc sinqx det 
U 

/ oe ^» 4 -oo 

e~ k i' l dq I y(a) COSq(x — oc) doc 

J— to 


01 
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ou 




o 


kf t %t cos q (~ 


x) (Iff. 


355 . 

La solution de cettc sccondo question (nil eonnaitre dislinctement 
quel rapport il y a entre los inlegrales <1 ofiairs quo nous venous d em¬ 
ployer et les resultats dc l’analyso quo nous nvons applique*’ mix 
solides d’une figure determiner. Lorsquo, dans l**s scries convergcutos 
que cette analyse fournit, on domu’ aux quanlitos qui designcnl b“* 
dimensions une valour infinie, ehaeun des tonnes devienl infinimeitt 
petit, et la somine de la serin n’ost autre chose qu'tme integrate. On 
pourrait passer direetement de la memo tnaniere, et sans atu’uue con¬ 
sideration physique, des diverses series trigonmnclriquos *jue nmn 
avons employees dans le (ihapilre III aux integrales dcfinics; il nous 
suffira de donner quelques exomplos de oes trausl'onnatious dont !*• ** 
resultats sont remarquables. 

35 ( 5 . 

Dans 1’equation 


7t 

4 


sinw •+--,i siiot« i -■ sin. r > u i 

O l> 


1 . 

^ sin 7 tt * ..,, 


donnee aux articles 184 el 'i'i2 , on ecrira au lieu d<> it In quantile ' . 

x estune autre variable et n est un uombro infiui egal ii J ; <y cst title 

quantite formee suceessivement par l’addition do scs parties inlint~ 
ment petites egales ii dq. On representera lo nombre variable / p.ir 

J” Si, dans le terme general sin(a/ i i)^\ on mot pour / ct n 

leurs valeurs, ce terme deviendra —sin»</.*•. Done la sotmuc «b* la 
serie sera 

I r . dq 

-J u 0 *qa- ! r 



i n u*mu: i\. 


!>n-H SION I)K I,\ CHALK! H. 


403 


VrnUwAi' flan! |»riM’ ih* if o a y r. ; mi a dmii* r<“(|uatimi 


i 




MU '* *f # 


. t!t f 


i| (i i a toujour* I it mi tjiirllr tjiir Milt la \alt*iir jmshhr ch‘ a\ 
Soil yy i t , / Haul him* i*l!i* \*inalili\ on aura 


./y j, 

7 1 




i 


mi* / 


if/ 


riilr uiltuir i|i* rititr^ralr tiHiiju* f sin/ i*sl runiiui 1 dojmis long- 

f miijn. St* on MijfjtitMtiii # itrgalif* mi jirrjiail la tmuuo inlo^rala do 
r it a f ■*,» *iti aurait r% i<lf*iiiiii« l fi! ms rrMillal dt* signo rontruirc 


I 

r 

ill* 


,a ii iuiii * juo «jur 1 1« #11*i \moon sir lain* Mtr la \alour do rinlogndo 

hi ii y i ^ ' . «1111 r I mi » | i*miI s »• r\ ir a la u r nitinait rv la uaturo 

lV%j»n •HNldlJl 


I ,MH,/ 


Hill // 


7 


iliilil it* iii n a \ oti h Imuir |«ri**'<*il«*uitiirilt all, »l |K la \alotir rgalo a I oil 

a n, H«*|oli ijitr l r M nil uV*l J»a* t iilil jH I*** I’ttll't’ I of I, I'UI oflH, 

nil a 


nn ./ 




I ”' i * 


7 


| '011=1 . 


I ( 


7 * 


Ir !irriiiu*r In im* mill mi 

1 i 

(in^iliii- mi iiij/jhim ii %rroii«l 


i 

i 

} 


Mflolt Ijtll* I * I IIIH* Ijllillllllf 

| xiuy i i ^ \.iti! , <»u ( • 


Hidmi ijitr i s < l dim' jmsiloi* 1*11 nrjisilive. lh*it«- 1 mtfjjrnli* 

jnlali’ i**4 n'lili- *»i / i O i i mi! Ii* mr»»f >igtl«‘; «*ar, ilmis ct* mss 
|i>* \ irmii'' «*«• *l«-lrtii*•••»*!; m.n>. '•i * •'** M*ut *1<‘ M^iir ilil- 

fi n iil, «■■«•%!-dir*- m I"«m a <•» inrun* i • i > <* '•! 1 1 ■ . 

i»** lint* irniH * «*! la valour *l«* I ('«!** ***! 1^*’ 



m 


THfiORIE DE LA CHALEUR. 


grale definie ~jT s\nq cosqx^ est une fonction de x egale a i, si la 

variable x a une valeur quelconque comprise entre i et — i; ct cette 
meme fonction est nulle pour toute autre valeur de x non comprise 
entre les limites r et — i. 

358. 

On pourrait deduire aussi de la transformation des series en inte- 
grales les proprietes des deux expressions 

2 /’"cos qxdq 2 /*“ q sin qxdq 

nJo i + 6 * J 0 1 + 7 * 

La premiere (art. 350) equivaut a e~ x lorsque x est positive, ct a e x 
lorsque x est negative. La seconde equivaut a er x si x est positive, ct 
a — si x est negative; en sorte que ces deux integrates ont la memo 
valeur lorsque x est positive, et ont des valeurs de signe contraire 


19. Fi{j, 20. 



•N 


lorsque x est negative. L ? une est represents par la iignc eeee [Jig. 19 ), 
Fautre par la ligne eeee {fig. 20 ). 

L’equation (*) 

1 . 7r x sin a sin x sin 2 a sin 2 x sin 3 a sin3,r 

2 a Sm a tt 2 — oc 2 7T 2 — 2 2 a 2 ^ 7i 2 — 3 -at 2 ‘ ’ ‘ ’ 

(M Plus exactement, le second membre de liquation est 6gal k ~ sin ~ la 

variable x est comprise entre 0 et a; il est dgal a zdro si x est comprise onlro a et r. 
Pour retrouver l’integrale ddterminde par Fourier, il suffit de suivro sa mdthocle cn rom- 
plaoant dans le terme gdndral de la s6rie 

2 a sin/72 a sinmx 
tt 2 — m ' 1 a 2 


a, .r, m respectivement par n.dq, xdq, 


± 

dq 


G. D. 
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une question semblable (art, 346) et demontre l’equation generate 

is) -F(x) = cos qxdql F(j?)cos qxdx, 

^ Jq 

qui est analogue a la precedente. 


360. 


Pour donner une application de ces theoremes, nous supposerons 
f(ce) = x r ) le second membre de l’equation ( e) deviendra par cette 
substitution 

sinqxdq I x r s\nqxdx. 


L’integrale 


j x r %\nqx doc OU J q (qx) r sinqx dx 

equivauta ~- { ju r $\nudu, Pintegrale etant prise de u nulle a a in- 
fmie. Soil a cette integrale lotale 

I u r sin a du ; 

il reste a prendre l’intcgrale 

r *> ^ 

i smqx-~ ri dq ou [Lx r I sin u du* 

«A *7 J 


Designant par v cette dernierc integrale prise de u nulle a u infinie, 
on aura pour resultat des deux integrations successives le tonne .r' p.v. 
On doit done avoir, scion la condition exprimeo par l’cquation (e). 


- x r — \x') x r oil ftv = -; 

2 2 


J r™ r 00 dii 

1 idsinudu et I M- r sinK—est 
o Jo 11 


J- Par exemple, en faisant r = 
leur connue 


on trouve pour J 


sin u du 

- sa va- 


\fu 



<11 VlMTHK l\. 


!>IKKl SION nK 1,4 oil U.KI 10 


407 


On trouvt* <li* la rm"*uii* manib'i* 

i ‘ fits ft tin 

J v» \ •' 

I*t, ill* < «-s I-Ijualiuiis, mi Jmiinail ,uis,| nmrltitv la Mii\anti* 

/ r rj J \\ '• 

‘ i 

i j it i rM ntt jtlitirr t! t * 1111 i h liiftpfnttjn 1 , 

till }*i*l!I fV^tfiilrr *tit 1111111*11 i|r s rijii;iliniiH r v\ g jr prohli‘Mi‘ 
Mlllilfti* ijui ,i jt|i,i il ii* til ini**' I ,i I* it u *i! | hi* iIi*h flfflrrritm partirilrs : 
Olirlli* r*l 1.1 foiiiiiiiii U *(«> j.,1 \ ;ii |,i |i!i* y »j111 liuii Hrr phrrr Mills |r 

liili‘k f riil jioitr i|Ur |V\ji|v*Mi»it f Hr </y suit i'vniIp .i fun fmir- 

tiiut iiiui!ii*i% rtiitif jinn i|i* tf iiiilli* ;i y 111 1 i 111 r / Man, muis 

s arrHrr a « r*< <lsvn "-rs nunrijtiriti on, <|«int I’«*\auirji umn rluigurrail 
ilr iMtfrr jifuiri jnl * *ui luff it rni a it i **^ull.«t Mmaiif * ijiu* I'imi 

«if it i«* ii I i* it r 1 «* in |i i ii ;i it i |m ilnn i # i j u*i I nun r r| i , Kiln jini\« 4 iit rfrx 

III bun suits t’r||»* lunijr 


«‘l 


f ^ | mh-// i «/ i j i » :m \ siii y *■ ->i j 


I * < | n»i>y j *#y | I j s i r*t* y j iIa, 


Si r«tii |imunt Irs iiilrgriilr% jtiir r;«|*|»«irt n * firjfttn r jumju’;i j x» 

It* ri^iillttl ill* < Itnjtar iiilr^iiilini smut ilmilijr, i*r ijm «*mI iiin* rtiimr- 
tJUrif* r fjrrrnitfl'r if rs ilru\ niliililmiiM 

/ ■i J’ * f .* ! ri I ■* I* > J ; 


1 I plUH l«||| s : #fl ill# 


U It. 



i08 


THEORIE DE LA. CHALEUR. 


on a done les deux equations 


n f(x) = J sin qxdq J 

/(a) sin q a da 

TzY(x)=j cosqxdqj 

' ,F(a) cosqa da, 

— cc 


On a remarque precedemment qu’une fonction quelconque <%{x) se 
decompose toujours en deux autres, dont l’une F(a?) satisfait a la con¬ 
dition F(a;)^F(^4 et dont l’autre f{x) satisfait a la condition 
f(x) = — /(— x). On a aussi les deux equations 


/» +0 ° f + 03 

0=1 F(«) sin<7«(5?« et °= / /(a) cosy <xda; 

V —oo «- -- 90 

on en conclut 

it [F (#) + /(#)]= it q> («0f* sin qxdq I f(<x)sinqccda 

Jq *J — 00 

f .oo 

COS qxdq I F(a)cos qada 

U — oo 


et 


7 T 9 (.r) : 


/■»* /'*•+'« ✓*» /»" f ' 00 
/ si nqxdq / cp(a) sin^a da-H / COS qxdq / cp(a) zosqada 

c'n —00 0 *■' —• 00 


oa 

X 4 " 80 /'*» 

Q){a.) da / (sin^x sin <7 a 4- cos <70/ cos<7a) dV/ 

00 «/o 

ou enfin 

(E) <p (x)=^J <p(x)doc j' COSq(x — a) dq. 


[./integration par rapport a q donne une fonction de x et a, et la se- 
conde integration ferait disparaitre la variable a. Ainsi la fonction 

/■» 00 

representee par l’integrale defmie / cosy(a? — a)dq a celte singu- 

do 

liere propriety que, si on la multiplie par une fonction quelconque 
<p(a) et par da., et si Ton integre par rapport a a entre des limites infi- 
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liies, le resultat est egal a tt cp( 3 ?); en sorfce que 1’efFet de l’integration 
est de changer a en x et de multiplier par le nombre tt ( 4 ). 


(*) L’intdgrale 


J /^oo 

f COS q(x — a) dq 
0 

dont parle Fourier n’a aucune valour d6termin£e; car on a 

/ h , , } sin h(x—a) 

COS q(x — ct)dq= -^- -, 

X cc 


ct le second membre ne tend vors aucune limite lorsque h grandit ind6finiment. II semble 
done difficile d’allacher un sens prdcis 4 la proposition 6nonc6e dans ce dernier para- 
graphe. 

La formule cdl&bre (E), quo donno ici Fourier et 4 laquelle son nom est rest6 attacli6, 
pout recevoir une signification trbs nette lorsqu’on la prdsente de la maniere suivante : 

Consid6rons une fonction cp(x), analogue 4 cedes que l’on rencontre en Physique mathe- 
matique, domeurant compriso entre deux limites fixes lorsque x varie de — 00 a -4-00. 
n’ayant qu’un nombre limild do discontinues et dc maxima ou de minima. Designons, a 
l’exemplo dc Dirichlet ( Journal de Crelle, t. 17), par <p(«r-t~ 0 ) la limite de cp (xh) et 
par cp(.r — 0 ) la limite do cp(.r— h) lorsquo h tend vers z6ro par des valeurs positives. 
Cola pos6, on pout Anoncor los propositions suivantes : 

L’intdgrale double 


J(A,B, /*)== — f cp(a)d?a l COS q (x — d)dq = - j dq I cp(a)cos^(.^ — a) da, 

71 Jll Jo 71 Jo Ju 


oil h est un nombro positif ot ou Ton a B < A, tend vers uno limite ddterminde J (A, B, 00 ) 
lorsque, A et B restant fixes, h grandit inddfiniment. Cette limite est ^ [cp(x-ho)-h cp(«r— 0 )] 

si x est compris entre A et B, i cp(B -b o) si x est 6gal 4 B, -cp(A— 0 ) si x est egal 4 A. 

o si x est plus grand que A ou plus petit quo B. 

II rdsulto de 14 quo J(A, B, 00 ) a une limito d6termin6e J 0 («#) lorsque B et A tendent 
respectivement vers — qo et -4- co, ot que cette limite d4termin6e est <§gale 4 

i[(p(a? + 0)-l-«p(df — o)], 


ou a cp(^) lorsque cp(.r) est continue pour la valeur de x consid6r6e. 

Les propositions pr6c6dentes subsistoront alors m&me que la fonction <p(^) deviendrait 

infinie pour certaines valeurs de x , en nombre limits, pourvu que Fint6grale ^ p(x) dx 
demeure finie pour les valeurs de x qui rendent <p(#) infinie. 


F. 


52 
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362. 

On pourrait deduire directement l’equation (E) du theoreme, rap- 
porte dans 1’article 234 (p. 23o et a3i), qui donne le developpement 
d’une fonction quelconque F(a?) en serie de sinus et de cosinus d’arcs 
multiples. On passe de cette derniere proposition a cellos que nous 
venons de demontrer en donnant une valeur infmie aux dimensions. 
Chaque terme de la serie devient dans ce cas une quantite differen- 
tielle. Ces transformations des fonctions en suites trigonometriques 
sont des elements de la Theorie analytique de la chaleur; il est indis¬ 
pensable d’en faire usage pour resoudre les questions qui dependent 
de cette theorie. 

La reduction des fonctions arbitrages en integrates definies, telle 
que l’expriment l’equation (E) et les deux equations elementaires dont 
elle derive, donne lieu a diverses consequences que Ton omettra ici, 
parce qu’elles ont un rapport moins direct avec la question physique.* 
On fera seulement remarquer que ces memes equations se presentent 
quelquefois dans le calcul sous d’autres formes. On obtiont, par 
exemple, ce resultat 

(E') <p(x) = - I q(a)dtxf cos q(x — c/.)dq, 

^ do do 

qui differe de liquation (E) en ce que les limites dc l’integrale prise 
par rapport a a sont o et ao, au lieu d’etre —qo et II faut consi¬ 
dered dans ce cas, que les deux equations (E) et (E') donnent pour 
le second membre des valeurs egales lorsque la variable x est posi¬ 
tive. Si cette variable est negative, l’equation (E') donne toujours 
pour le second membre une valeur nulle. II n’en est pas de meme de 
1’equation (E), dont le second membre equivaut k <p(a?), soit que Ton 
donne a a? une valeur positive ou une valeur negative. Quant a liqua¬ 
tion (E'), elle resout le probleme suivant : Trower une fonction de x 
telle que, si x est positive, la valeur de la fonction soit <p (a?), et que, si x 
est negative, la valeur de la fonction soit toujours nulle. 
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La valeur de u' ou p — e ' * 55 est celle de la difference entre la tem¬ 
perature actuelle et la temperature finale; cette difference u', qui tend 
de plus en plus a s’evanouir, et dont la derniere valeur est nulle, equi- 
vaut d’abord a 


F(*) 




en designant par F(a?) la temperature initiale d’un point situe a la 
distance x. Soit f(x) cet exces de la temperature initiale sur la tem¬ 
perature finale, il faudra trouver pour u' une fonction qui satisfasse a 
I’equation 


du' 

dt 


i & 11 j r 

: k -r - — hu', 
dx 2 


qui ait pour valeur initiale f{x), et pour valeur finale o. Au point A, 

_ X M 

ou x est egal a o, la quantite v — e * Vks a, par hypothesc, une valeur 
constante egale a o. On voit par la que u' represente une chaleur cxce- 
dante qui est d’abord accumulee dans le prisme, et qui ensuite s’eva- 
nouit, soit en se propageant a l’infini, soit en sc dissipant dans le 
milieu. Ainsi, pour representer 1’effet qui resultc dc recliauffement 
uniforme de l’extremite A d’une ligne infiniment prolongec, il faut con- 
cevoir: i° que cette ligne est aussi prolongee a la gauche du point A, 
et que chaque point situe a droite est presentement affectc dc la tem¬ 
perature initiale excedante; 2 ° que l’autrc moitie de la ligne a la 
gauche du point A est dans un etat contraire, en sorte qu’un point 
place a la distance — x du point A a pour temperature initiale — f(>x); 
ensuite la chaleur commence a se mouvoir librement dans 1’interieur 
de la barre et a se dissiper a la surface. Le point A conserve la tempe¬ 
rature o, et tous les autres points parviennent insensiblemcnt au 
meme etat. C’est ainsi que Ton peut ramener le cas ou lc foyer exle- 
rieur communique incessamment une nouvelle chaleur a celui oil la 
chaleur primitive se propage dans l’interieur du solide. On pourrait 
done resoudre la question proposee de la meme manicrc que celle dc 
la diffusion de la chaleur (art. 347, 353 et 354); mais, afin de mul- 
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tiplier les moyens de resolution dans une matiere aussi nouvelle, on 
cmploiera l’integrale sous une forme differente de celle que nous avons 
consideree jusqu’ici. 

364. 

On satisfait a l’equation 

du d 2 u 

Tt ~~ k Jx* 


en supposant u egale a e x e kt . Or, cette derniere fonction de ;r.et t peut 
etre mise sous la forme d’integrale definie, ce qui se deduit tres facile- 


ment de la valeur connue de j e^'dq. On 

lorsque I’integrale est prise de q = — <x> a 
aussi 


a en effet \Jtz=J e~ qi dq 
q = -+- oo. On aura done 



e~ , - r i+ b ^ clq. 


b 6tant une constante quelconque, et les limites de l’integrale etantles 
memes qu’auparavant. De l’equation 

_ /» + “ 

y/rc = e~ b ~ I dq 9 

J — oc 

on conclut, en faisant b 2 = kt. 


e^ ct zzz. 



e~ r i‘e--i s ! kt dq ; 


done la valeur precedente de u ou e~ x e kt equivaut a 



e~<i'e-{ x + iq 'l kl ) dq. 


On pourrait aussi supposer u egale a la fonction 

ae~~ nx 


a et n etant deux constantes quelconques; et Ton trouvera de meme 
que cette fonction equivaut a 


/ e -g i e-‘ n ( x+ - iq 'l kt ) dq. 
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On peut done prendre, en general, pour valeur de u la 
infinite de valeurs seniblables, et Ton aura 


It 



e~i‘' dq\a v e~" 


(x+lqjkl) + W2e -n,(x+2 9v /w) _j_ aitt -n,(x 


Les constantes a t , a. 2 , a 3 ,... et n,, n 2 , n 3 , ... etant ind< 
serie represente une fonction quelconque de x 4- 2q sjkt 

u —j e~ ?i <p {x -+- 2 q \]kt) dq. 

L’integrale doit etre prise de u — — ao a u = co, et la val 
fera necessairement a l’equation 

du _ d ! a 

Tt ~ { dx*' 

Cette integrate, qui contient une fonction arbitraire, 
connue lorsque nous avons entrepris nos recherches sur 
la chaleur, qui ont ete remises a l’lnstitut de France dj 
decembre 1807 ; clle a ete donnee par M. Laplace, dan 
qui fait partie du Tome VIII du Journal de I’Ecole Poly 
nous ne faisons que l’appliquer a la determination d 
lineaire de la chaleur. On en conclut 


r 



e~i' © (x 2 q \jkt ) dq -+- 



lorsque t est egal a zero, la valeur de u est F(a?) — e 
done 

/■» +■ 0° 

/(•*)=/ (?(x)e-'! , dq ct <p(a;)=-A/(. 

J ~ oo y 71 

Ainsi la fonction arbitraire qui entre dans l’integrale e: 


(!) Laplace, Memoire sur divers points d’Analyse : Sur le Calcul d 
ratrices. — Sur les inl6gralos ddfmies dcs equations k differences par 
passage rdciproquo dos Rdsultats reels aux Resultats imaginaircs. — Su. 
equations aux differences finios non lindaircs. — Sur la Reduction dos fc 
{Journal de l’& cole Poly technique, XV 0 Cahior, p. 229-265. Voir plus 
p. 235 k ’xf\ 4). 
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iul r i m,i 

1 .-'Vis / e - q ' e 2<7V cus dq 


/ c -(*Werc) rf 

d J 

En designant par r la quantite q -f- \J Qjg } 1 expression precedente 


./in.. ni .t 

1 V KS CDS 


Je” r% dr; 


cette integrate je~- r% dr doit etre prise, par hypothese, dcpuis 

x+%qd^± =o jusqu’a ® + a 7 y/Jrjj = co, ou dcpuis q --- 

__ 2 y ci) 

, , / HL t x . >> 

jusqua y = go, ou de r = 4/pgg- jusqu a / — eo. 


jusqu a /■ = 


Laseconde partie de l’integrale est 


JL / e -'>'e [r+i ' ! V ^) y/ '"^ 


c vf| r e -,,= e v > Va>s dq 


Jn l in,/ 
1 * V ks + cds 


/ tr+dr. 


en designant par r la quantite q — y/fj^- L’integrale je r ' dr doit 
etre prise, d’apres l’hypothese, depuis x-\-%qsJ ^ -= — cc jusqu’a 
x •+- 201 /^ = o, ou de q = — oo a q — -c’csl-a-diro 

2 y/- :I) 

depuis r = - oo jusqu a r = - y/^-- /f =- 

2 v CD 


c’csl-a-diro 

/Kt 


depuis r = — oo jusqu’a r = 


HL t x 

cds “ “~/ir 




CM \ I*I I II I. I V 


itin i shin in-; i, \ r.n u,i:i it. in 

On *!i*«i\ tlrnttin^ luitilis jHiiv.-itl, d'iiju’i'N l;t natuir d<> la Itmr- 
timi /■ ' , fin- rritijdai cr- par crllr^ ri ; 


HI,? 

\ « l<> K t 

\ u. 


1*1 / / , 


H n!| t( «Ir I.i tjlii* l*i \ .iInn «(r a rs| r\|jnmrr ailhi : 

in in i , in isj 

H ' / Nfc ’. f , ‘ ,U ‘ ''*'* *" 

I ■* ‘ \ ‘ : 


f. 


HI,/ 


jin*!iitrrr m!«*^rair rln* jinni* ilrjiiii^ / | ^ ^ * 

, . II U 

1 I M* li# 

'\ <«• 


jiisijit 


a / f 


i*| Li him mulr il 


. Iv# 

\ n. 

jUMjllii 


# ;/ , |{»*jiri 4 ( *vrii|Mii . in a 111 f # mini |^ir ! li f t ' 1 #/# tlrjiii i - 

\ :: ‘ 

/ It jtHijiiLi / * ; tui .mi a 


Hi vi 


m. , >" • 

(\ H,s 


Pf Ml 

i , ^ i. 1 


HI ? 

( \ M»h 


l M ) 

\ « «* 


k t 

\ < i* 


ilnlti « , ijiii riJHj 4 all l a < ’"'n, a Jtiiiir r\pr V’iMmii 






HI t 

I Its 


i run 


* K; » 
v »i> 


I M 


HI,/ 

( \ * «*" 


in 

^ » 


. ■ v. t him 

‘i \ * I*" h? 

1 \ » i. 

h.: . >»•', ■ t, 

I V •■«*.*» K/ ) 

1 *V n» 


I. 


K t 

\ «** 


418 THEORIE DE LA CHALEUR. 

La function designee par <Ji(R) est connae depuis longtemps et l’on 
peut calculer facilement, soit au moyen de series convergcntes, soit 
par les fractions continues, les differentes valeurs quc regoit cette 
fonction lorsqu’on met au lieu de R des quantites donnecs; ainsi 
1 ’application numerique de la solution n’est sujette a aucune diffi- 
culte ('). 

366. 

Si I’on fait H nulle, ou a 



Cette equation represente la propagation de la chaleur dans une barn! 
infinie dont tous les points etaient d’abord a la temperature o, et dont 
1’extremite esteleveeet entretenue a la temperature coustanle i. On 
suppose que la chaleur ne peut se dissipcr par la surface exlerieure de 
la barre ou, ce qui est la meme chose, que cette barrc a une epais- 
seur infiniment grande. Cette dernierc valour de v fait done eonnaitre 
la loi suivant laquelle la chaleur se propage dans un solide (ermine 
par un plan infini, en supposantquc cc mur, infiniment epais, a d’abord 

(*) Pour ce qui concerne le calcul num6riquo clos functions quo Fourier ddsigno ici el 
dans Particle suivant par t|;(R) et cp(R), on pourra consultor : 

Kr.uip, Analyse des refractions astronomiqms et terrestres, Strasbourg ot Loipsiuk. 
an VII. 

S*&) 

Cet Ouvrage contient : i° une Table des valeurs do l’intdgralo J o l 'dt\ a" uno Tattle 
des logarithmes de cette intdgrale; 3° les logarithmes du produit c r ' f a t'dt. 

«t Jf 

Bessel, Fundamenta Astronomies (Koenrgsberg, 1818 ). 

Legendre, Traits des fond ions elliptiques et des integrates euleriennes , l. II, p. 020 , 
521. 

Excke, Astronomisches Jahrbuch fur i834, Berlin. i83a. 

■ /too 

Badau (R.): Tables de V integrate ip(Z) = e z * j e~ t% dt. — Annates de Vabservataire dc 
Pam, Partie theorique, t. XVIII. 

Les Tables que contient ce Mdmoire permettent d’obtonir le logarithme do ^(Z) a 
£ d 1 unite pres du septieme ordre decimal. G. I). 
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dans toutes ses parties une temperature constante initiale o et que I’on 
assujettit la surface a une temperature constante i. II ne sera point 
inutile de faire observer quelques resultats de cette solution. 

En designant par <p(R) l’inlegrale e~ r 'dr prise depuis r=<> 
jusqu’a r = R, on a 

^(R) = I~<p(R) e t (J ) (-R) = I h - 9 (R ) , 

Iorsque R est une quantite positive; done 

+ (~ R) — 4*(R) = 3 ?(R) et i' = i- s »/—^—= 

En devcloppant l’integrale <p(R), on a 


cp(R): 


I 

\/n 


R-- U\*+ — 1r«- —-IV- 

i 3 (.25 1.2.37 


done 


-- vsjn =. 
2 v 




I 3 




i° Si Ton suppose x nullc, on trouvera v = i. 

2 ° Si, x n’etant point nulle, on suppose t = o, la somme des termes 

qui contiennent x represente l’integrale Je~ r 'dr prise depuis r = c 
jusqu’a r = oo, et par consequent equivaut a - y/ic; done v est nulle. 


3° Differents points du solide places a des profondeurs differentes 
x ,, x 2 , x 3 , ... parviennent a une meme temperature apres des temps 
differents l K , t 2 , t 3 , ..., qui sont proportionnels aux carres des lon¬ 
gueurs X ,, X.J, x 3 . 

4° Pour comparer les quantites de chaleur qui traversent pendant 
un instant infiniment petit une section S placee dans l’interieur du 
solide a la distance x du plan echauffe, on prendra la valeur de la 



THEORIE DE LA CHALEU1L 


quantite - KS|^, et l’on aura 


KS * = _£S5 = -Lr,-i 

t> x /K t Jn 1 

2 V CD 

-v/ 1 ^ 


c_^y + j_ /—^ 

, /Kt ) i-21 . /K t 

V 2 vcd/ \ 2 V<a). 


ainsi 1 ’expression (le la quantite — est entierement degagee du signc 
integral. La valeur precedente, a la surface du solide eehaufle, est 
g y'LM:, ce q U i fait connaitre comment le flux de clialeur a la surface 

varie avec les quantites C, D, K, /; pour trouvcr combien le foyer com¬ 
munique dc clialeur au solide pendant un temps ecoule t, on prcndra 
I’integrale 

fW™?, “ 

ainsi la chaleur acquise croit proportionncllerncnt a la racine carree 
du temps ecoule. 

367. 

On peut traiter par une analyse semblable la question de la diffusion 
de la chaleur, qui depend aussi de l’intcgration de l’equation 


dv , d a c , 

Tc ~ ‘dx* ~ w ' 


On representera par f{x) la temperature initiale d’un point de la 
ligno place a la distance x de l’origine, et l’on chercbera a determiner 
quelle doit etre la temperature de cc meme point apres un temps /. 
Faisant 

v = e~ ht s, 

on aura 

<h_ , 

dt c dx a ’ 
e-?' y(x + 2 q\fkt) dq. 



et par consequent 
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a e taut quc la variable x qui est sous le signe de (‘unction est 

positive, etque cette meme fonction equivaut a e Morsque la variable 
qui est affectee du signe /est moindrc que zero. Done 



la premiere integrate doit etre prise depuis x -t- iqsjkt ~ o jusqu’a 
x -h 2 q\Jkt — cc, et la seconde depuis a?-t -2 q \fkt — • -so jusqu’a 
x -f- 2 qsfkt = o. 

La premiere partie de la valeur de 9 est 


Oil 


011 





h ‘ J"dr] 

J 'e~(</ + foi)' df] 
Ji r 

V * / e-"'dr. 


en faisant r=.q + \jht. L’integralc doit etre prise depuis q - r 

:i \Jkt 

jusqu’a q = oo, ou depuis /•= \j/il - ~ jusqu’ii /■ — a:. 

2 v ke 

La seconde partie de la valeur de v est 


ou 



en faisant r = q—\Jht. L’integrale doit etre prise de /■= — x> a 
r — ~\[ht -ou de r = dht H- %= a r = x 
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a etant une constante quelconque; on a done 


v/ ; 


l r 

hi 


e~ e"~ a( t dq, 


Oil 


.•=4= r 


e~i' dq I i — iaq -+- 


2 -cdq- 2 3 crq 3 

1.2 I .2.3 


Cette equation a lieu quelle que soit la valeur de a. On peut developper 
le premier membre; et, par la comparison des termes, on obtiendra 

les valeurs deja connues de 1’integrale Je~^q n dq. Cette valeur est 

nulle lorsque n est impair; et 1’on trouve, lorsque n est un nombre 
pair 2 m. 



e~i*-q im dq = 


il.Li 

2 2 2 2 


2W ■ 




371. 

Pour satisfaire a l’equation 

du _ d*u 
dc ~~ k dF*' 

on peut supposer u — e~ x e kt , et en general u = e~" x d‘‘ ik ‘\ on en deduit 
facilement (art. 364) l’integralc 

/'*■+■ 00 _ 

a =z f e~ l i' y(x iq\Jkt) dq. 

«/— 00 

On a employe precedemment pour l’integrale de la meme equation 
1’expression 

u — e~ u ' kt cos n x x a 2 e~ n i kt cos n % x -1- a 3 e~ n * kt cos« s a; -4- . .. 

ou celle-ci 

u = «! e~ n \ kl sin«! x « 2 e~"l kt sinn 2 a; 4- a 3 e~ n \ kl sinn 3 x + ..., 

a,, a 2 , a 3 , ... et n,, n. 2 , n 3 , ... etant deux series de constantes 
arbitrages. II est aise de voir que cbacun de ces termes equivaut a 
F. 54 
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1’integrale 

J e~i‘- cos n{x -+- 2 q\Jkt) dq 
OU 

J'e~i‘' sinn(;r -+- iq \/kt) dq. 

En effet, pour determiner la valeur de 1’inlegrale 
Je~i’’ sin(j? -+- iq\Jkt) dq, 
on lui donnera la forme suivante : 

J e~i 5 sina; cos‘zq\J~kidq -+- J e~i' cos x sin2 q\jkt, dq 

ou celle-ci : 


/ 


e iqj-ki e -*qsl-kt\ r a 

e -q* s i nt 2? [ —--1--- J dq J e q cos# p=r -—- 


^-2 qsj — kt 

2 \j— 1 


dq, 


qui equivaut a 




’ p-hao y^-hoo _____ 

l dq -b / e ~(q->r\l-kty dq 

— 00 

^ dq — J dq'j . 


2 v /: 

L’integrale dq, prise depuis q = — ao jusqu’a q — oc, cst 

\J~; on a done, pour la valeur de l’integrale J e -?a sin(.%- -+- ‘iqsjki) dq, 
la quantite \Jtc er kt sin#, et en general 

\Jize~ ,l ‘ kt %mnx = / e~^ sinn(# <2q\Jkt) dq. 

J — 00 

On determinera de la meme maniere l’integrale 

/v+- 00 _ 

/ e~ ( i' cosn(x -h 2 q\/kl) dq, 

. 1 /— co 

dont la valeur est \jv:e~ IL ' kt cos/i#. 
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lineaire. Lorsque les corps n’ont point leurs dimensions infinies, la dis¬ 
tribution de la chaleur est continuellement troublee par le passage du 
milieu solide au milieu elastique; ou, pour employer les expressions 
propres a 1’Analyse, la fonction qui determine la temperature ne doit 
pas seulement satisfaire a l’equation aux differences partielles et a l’etat 
initial : elle est encore assujettie a des conditions qui dependent de la 
figure de la surface. Dans ce cas, l’integrale a une forme plus difficile 
a connaitre, etil faut examiner la question avec beaucoup plus de soin 
pour passer du cas d’une coordonnee lineaire a celui des trois coordon- 
nees orthogonales; mais, lorsque la masse solide n’est point interrom- 
pue, aucune condition accidentelle ne s’oppose a la libro diffusion de 
la chaleur : cet element se meut de la meme manicrc dans tons 1 os 
sens. 

La temperature variable v d’un point d’unc ligne infinic est cx- 
primee par l’equation 

(<) v —~r f dq. 

V ft J —» 


x designe la distance entre un point fixe o ct lc point m dont la tem¬ 
perature equivaut a v apres le temps ecoule t. On suppose quo la cha¬ 
leur ne peut se dissiper par la surface extericurc de la barre infinic, 
et 1’etat initial de cette barre est exprime par I’equation o~ 
L’equation differentielle a laquelle la valcur de v doit satisfaire est 
celle-ci : 

(a) 

dt Cl) dx* 


Mais, pour simplifier le calcul, on ecrit 

lb) 

dt~ dx*’ 


ce qui suppose que l’on emploie au lieu de t une autre indeterminee i 
eg»lc a 

Si, dans une fonction f(oc) de oc et de constantes, on substitue 
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